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Em 1987 foi lancada pete editora da Universidade Federal de Santa Catariiia (UFSC) o nosso pri metro livro, 
Cdicuh A, t]ue imediatamente alcancou ampla aceitacao da comunidadc academic a. tanto por parte dos professores 
como dos i.i ] unos. 

A acolhida, bem como nosso engajamento no proeessode ensi no-aprendizagem de Matcmatica, nos motivou a ela- 
borar urn projeto mais amplo, com a proposta de cobrir os principals conteudos de Calculo Diferencial e Integral, con- 
templados nos cursos de Engenharia e Ciencias Exalas. 

Como resultado, surgiram nossos livros seguintes, Cdicuh C: funcoes veronals, integrals curviifneos* integrals de 
superficie, lancado em 1992, a nova edicao revista e ampiiada do livro Cdicuh A y na qual inlrodu/Jmos os conteiidos de 
mdtodos de integracao e aplieacao das integrals defmidas, lancada em 1992. O Cdicuh hi fimg&es v&rkts van&veis* 
integrals duplas e iriplas foi lancado em 1999 e a nova Edicao revista do Cdicuh C em 2000, ambos pel a Makron Books 
da Brasil. 

Diversas mudancas ocoroeram durante esse longo perfodo, tanto no que diz respcito as inova^oes tecnologicas quan- 
10 em relacao aos curriculos e disciplinas oferecidas nos cursos umversitarios. Atentas as transformacoes ocorridas, 
visuali/amos a neecssidadc de pmnioYcr umu mudanca csiruivru] mass profunda nos lextos originals. 

Foi lancada, entao, no infcio do ano em cur so, a 6 fl edicao revista e ampliada do livro Cdicuh A. Basic amentc, essa 
nova edicao difcrencia-se das antertores pela insercao de aplicacoes do estudo de funcoes ero diveraas areas, com desta- 
que para a Economist. Tambem sao ijitroduzidus alguns novos conleudos, como integrais improprias, que nao eram con- 
templados nas edicoes anteriores. Alem disso, sao prapostas novas abordagens para alguns conteudos, considerando o 
uso das novas tecnologias, e proposlos di versos exercicios para serem resolvidos com recursos computacionais. 

Dando continuidade a reestruturacao dos textos originals, aprescniamos este novo livro, intitulado Cdicuh B: fun- 
coes de vdrias varidveis, integrals muttiplas, integrais cunilfneas e de superflcie, resultante da juncao dos dois livros 
anteriores Cdicuh S c Cdicuh C 

O texto original do livro Cdkuh B eonsistia de seis capiiulos. As noe.oes basicas de funcoes de van as variaveis erain 
apresentadas no Capftulo 1. Os conceitos de I i mite e continuidade eram explorados no Capftulo 2. No Capftulo 3, os con- 
leudos referentes a derivadas parciais e f undoes diferenciaveis. Esses conceitos eram aplicados. no Capftulo 4. na analise 
de mgximos e mfaimos de funcoes de duas variaveis. Os capiiulos 5 e 6 abordavam as integrals multiplas com diversas 
aplica^des geome'tricas e fisicas. 

A cxemplo do livro Cdicuh B. o texto do Cdkulo C tambem consistia de seis capimlos. Os dois primeiros, referen- 
t£s a funcoes vetoriais de uma variavel e cunas. constituent pre-requisitos para 0 estudo das integrais curvilmeas, apre- 
scniadas no Capftulo 5, O Capftulo 3 tralava da ex ten sao dos conceitos do Calculo para as funcoes vetoriais de vaiias 
varidveis. No Capftulo 4 eram exploradas as id^ias ffsicas ligadas ao Calculo Vetorial. O Capftulo 6 Lnieiava com o estu- 
do de superficies e a seguir eram apresentadas as integrais de superffcie. 

Este livro passa a scr composfo por dci capftulos. Foram matklos integral mente os eontcudos do livu> Cdkuh B c 
enxugados os conteudos afercnics ao livro Cdicuh C 
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Assim. a este novo Cdkulo B estd organizado da seguinte forma: Capftulo I ; "Funcdes de vdrias varidveis"; Capftulo 2: 
"Fun<;6es vetoriais", no qua I sao aprcscntadas as funcoes vetoriais de uma variavcl. os cuncciios dc liniiie c conrJnuidadt; 
para essas funcoes, bem como urn estudo sobre curvas. Esse capftulo final iza com a introducao das funcoes vetoriais de varias 
% f ariaveis; Capftulo 3, "Li mile e continuidade'\ no qua! se estendem esses conceitos para as f undoes de varias varidveis e 
funcoes vetoriais de varias varidveis; Capftulo 4: "Dcrivadas parciais c funcdes diferencidvris"; Capftulo 5; "Maximo* e 
mtoimos de funcoes de varias varidveis"; Capftulo 6: 'Derivada directorial e campos gradientes"; Capftulo 7: 'Integral 
dupla"; Capftulo K: L< Irttegrais triplas"; Capita] o 9; "iniegrais curvilineas"; e Capftulo 10: ''Integral de superffcie", 

Observamos que os conteudos, referentes a funcoes vetoriais, que permeiam os primeiros capftulos nao constituent 
pre'-requisitos para os capftulos posterior es que tratam de conteudos envoi vendo as funcoes de vdrias varidveis. Dessa 
mancira, nao hi prejufzo para a utilizacao do livro em disciplines que contemplem apenas as fungocs dc varias varidveis. 
Nesse caso, podem-se utilizer seqiiencialmente os seguintes capilulos; 1, 3 T 4, 5, 7 e 8. AJguns contetidos referentes as 
func5es vetoriais foram inseridos no final de alguns capftulos, podendo — sem prejufzo algum para o aprendizado — 
ser facilmente descartados nessas discipline 

O texto € rico em exemplos e aplicacres prdticas. Cada capftulo apresenta enunciados elaros das defmi^oes, pro- 
priedades e teoremas relativos ao assunto abordado. No decorrer de todo o livro, as ide'ias intuit ivas e geome'tricas sao 
real^adas. As fjguras apresenladas no decorrer do texto facilitam a visualizacao espacial dos conceitos apresentados. Sao 
proposes listas de exerefcios. com resposias, para compfememar a uprertdi/a^cm do uUmo. Al^umas demortslracdes de 
teoremas, que foram omit idas, podem ser encontradas em Livros mais avangados. 

lisle livro tambem oferece urn site de apoio com contciido adicional para professores e alunos. No endereco 
w w w. prenha 1 1 . coi i i/cal c ul < )_br, os professores pode m obter o manu al de solu^oes dos exerefcios propostos no livro e os 
alunos tem acesso as resposlas dos exercicios. 

O contciido de uso exetusivo dos professores £ protegido por sen ha, Para ter acesso a ele, os professores que 
adotam 0 livro devem entrar em contato com urn representante da Pearson ou enviar um e-mail para universita- 
rios @ pearsoned .com, 

Como sempre, lembramos aos nossos leitores que quaisqucr euros que por ventura forem eneontrados sao, natural - 
mente, de responsabilidade das autbras, que agradecem desde jd a comuuica^ao dos mesmos. 


F]oriaii6polis, maio de 2007, 

Mirian Bass Convolves 
Diva Manila f lemming 


Ncstc priinclro capitulo, estudaremos as fun goes de varias variaveis. 
Vcrcmos irridalmente algumas situates praticas que exemplificam a 
utiliza^ao dessas funcoes em diferentes areas de conhedmento, Espe- 
eificaniente, veremos os graficos de funcdes de duas variaveis, alerri da 
apresentacao de superficies que serao trabalhadas no deconer de 
outros capitulos. Fmalmente, introduziremos as eurvas de nrveis. 


1.1 ltitrodu^ao 


Consideremos os seguinies enunciados: 

1*) O volume "V" de urn cilindro € dado por V = it rh, onde r€ o raio eliea allura. 
2 s ) A equa^ao de estado de urn g£s ideal e dada por 

p = nRT/V 

le p = pressao; 
V = volume; 

n = massa gasosa em moles; 
R = constante molar do gas; c 
T = iemperatura. 

3*) O circuito da Figura LI tern cinco resistor&s. A couenie desse circuiio e funeao da\ residencies = 1 5). 


— |i — vvv 
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Anaiisando esses enunciados, verificamos que as funics envoi vidian requertm o uso de duas on ma is variaveis 
ententes. 

Podemos, pnr exemplo, dizer que o volume de urn eilindro T denoiado pt>r V, 4 uma funeao do raio r ti da akura h 
fl*enunciado). Assim, 

V=V{r,h) 

€ mas. funcao de duas variaveis definida por 
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No 2 C ertunciado tcmos, per exemplo, a funcao 


(2) 


que 6 urna funcao de tr6s variaveis. 

Sobre o circuito do 3 n enuticiado, podemos dizer que a corrente do circuito dado e uma funcao de cinco variaveis 
independentes. Temos: 


onde E repr eseinia a tensao da fbrite e (i = 1, 2,... t 5) sao os resistores. 

Essas situac5es mostram exemptes pr&icos que aplicam funcSes da virias variaveis. 

Verificamos. com esses exemplos, a necessidade de arnpliaro aitibitode nosso estudo. Ao estudamnos f undoes como 
ado I s enunciado, 

V = V{r, h) 

trabaJhamos com pares ordenados de tiumeros reais h isto e\ pares ordenados (n h) do piano IR 2 = IRx R(ver a Figura 
\.2a). No caso da funcao (2). usamos temas ordenadas (vera Figura 1.26). 
Para a funcao (3) usamos o espaco IR 5 . que nao tern visualizacao grafica. 


h 


V 


r 


Figura 1.2 


Constataremos que o estudo das f undoes de tr£s ou mais variiveis difere muilo pouco do estudo de f undoes de duas 
variaveis. Por isso. vamos, neste capkulo, trabalhar mais com as funcdes de duas variaveis. Por outm hdo, vamps salien- 
lar as difcrencas fundamentals cntre o cdlculo de f undoes de uma variavel e o calculo de funcoes de varias variaveis. 


1 ,2 Funcao de Varias Variaveis 
1.2.1 Defmi$ao 

Seja A um conjured do espac.o N-dimensional (A C IR"), isto e, os elemenios dc A sao w-uplas ordenadas 
x 7t x„) de ntimeros reais. Se a cada ponto P do conjunto A assoeiamos um limco clcmento z G IR temos uma 
funcao/: ACR'->R Essa funcao € chamada fungQo de n-varidveis reais. Denotamos: 

z = f{P) ou z= /fa,. .... x n ). 

0 conjunto A d denominado dvmwio da ftt/igdo z = /(/*)■ 


CAPiiuio 1 Funcdes dc varias variavcis 



1.2.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Seja A o conjunto de pontos do R 2 reprcscntado na Figura 1 .3. 



Figura 1.3 


A cada ponto (jr. v) pcrlcnccntc a A C R 2 , podcmos fazer correspondcr urn numero z G R, dado por 

z = VA - x 2 - y\ 
Nesse caso, estamos diante de uma funcao de duas variaveis reais denotada por 

/: A C R 2 -> IR 

z = V4-x 2 - y\ 

Essa funcao pode representar, por exemplo, a temperatura de uma chapa circular de raio 2. O dommio dessa funcao 
6 o conjunto A C R 2 , isto 6, o conjunto de pontos (x. y) G R 2 , tais que 

4 - x 2 - y 1 > 0 ou a: 2 + y 2 =s 4 

DcnOtiHTlOS! 

D(Z) = {U,y)GR 2 |x 2 + y 2 <4}. 
A imagem dessa funcSo 6 o conjunto dos z E R tais que 0 s z ^ 2: 

Im(z) ■ {: 6 R | 0 ^ z s 2} ou Im(z)=[0,2]. 

CXcmpio z. razer uma representa^ao gratica do dominio das seguintes runcoes. 

a) f(x,y)=\n(x-y) c) w = ^jL ^ 

b) g(x.y,z) = Vl6-x 2 -y 2 -z 2 

Como para as fun<^c*es dc uma van<ivel, em gcral, uma fun<^So de vaYias variciveis tambe'm e* especificada apenas pela 
regra que a define. Nesse caso, o dominio da funcao 6 o conjunto de todos os pontos dc R? para os quais a funcao est£ 
definida. Temos: 

Solucao de (a): A funcao f(x, y) = ln(jt - y) e uma funcao de duas variaveis. Portanto. o seu dominio e um subcon- 
junto dc R 2 . 

Sabemos que ln(.v - y) £ um numero real quando 

x - y > 0 ou x > y. 
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Assim, o dominio da funcao/e 

DID =IMeiRV>y}- 

A Figura 1.4 mostra a regiao de JR 2 que represents graficamente esse dominio, 

y=x 


Figura 1.4 

Solucan de (b): O dummies da funcao g € urn subconjunto de IR\ pois $(x, y\ z) 6 uma funcao de ires variaveis 
independentes. 

Para que Vlo x 2 - y 2 — z 2 seja um numero real devemos ler 


16 - x 2 - y 1 - z 2 > 0 


x 1 + y 1 + t ^ 16- 


Assim, 


D(z) = {(x,y, z) € E? | x 2 + y 2 + z 2 ^ 16}. 
Gralkamente, esse dominio represenla uma regiao esfe'rica no IR J (ver a Figura 1.5). 



Figura 1.5 

Solueao de (c): F;ura encontrar o dominio da funcao dada, basta verificar que w 6 um numero real, quando 
x 2 -y 2 >0 0U (x-y)(x + y)>0. 

Port ante,, 

D(h) = {(x,y)<El?\(x-y)(x + y)>0}. 

Para fazer a representocjo grifka dessc dominio, basta Icmbrar que {x - y) (x + y) 6 um numero real posiiivo 
quando 

(x - y) > 0 e (x + y) > 0 ou (x - y) < 0 e (x + y) < 0. 


O primeiro caso caracteriza a regiao A do grlflco da 
Rgura 1.6, e o segundo, a regiao B. PortantG, o domfnio 
da funcao dada 4 a uniao da regiao A com a regiao B. 


Excmplo 3 ; Encontrar o domfnio da funcao 


y = -x 


y = x 


Figura 1,6 


Essa € uma funcao de tinco vari&veis independents, i&to 6, 

W = J{X { , X 2 , X^ Jt 4 , X5). 

Nesse caso, temos que w e IR, se x t + x 2 + jc 3 + x 4 + x$ # 0* 
Portanto, 

D(w) = {(x u jr ; , x 2t x Ar jc s ) € 1R 5 1 a:, + * 2 + x$ + x< + x $ * 0}, 

Observamos que a funcao do 3 s enunciado da Secao 1.1 € uma funcao semelhante a essa. 
O domfnio da funcao do 3 fl enunciado, isto e, da funcao 

E 


e dado per 


R^ + R 2 + R 3 + R 4 + R 5 


DO) = \(R h R 2 . R y > «4, R 5 ) G IR s !fl, + fl 2 + rt 3 + tf 4 + ff 5 * 0 e fl, > 0 (r = 1 5}] 


D(/) = |(Jt h ^ jR 3 , e IRi + Ri + J? 3 + R s + R 5 * 0), 
onde IR+ 4 0 conjunto dos reais nao-negativos, 

A restricjto R t ^ 0 (j - 1 5) ocorreu porque as resistencias nao assumem valores negatives, 

Obscrvamos que os domtnios D(w) e D( f) nao tern reprise niaeao graTica, pois sao subconjuntos do espaco IR 5 . 

Excmplo 4: Encontrar o domfnio e a imagem das seguintes f undoes: 

a) z = x 2 + f 

b) t = x + y + 4 

Solu^ao dc (a): O domfnio da funcao z — x 2 + y 2 € todo o espaco IR 2 , isto e, 

= K 2 . 

A image m da funcao z = x? + y 2 & formada por todos os valores possfveis de Temos 
lm(z) = fl, ou Im{z) - [0, +™). 

Solucao de (b]: Como z G IRpara qualquer (x> v) E JR 2 S temos que o domfnio da funcao dada 6 todo o espaco Jl< 2 . 
Os valores possiveis de 2 formam a imagem da funcao, Ncssc excmplo, ^ podc assumir qualquer valor real, logo 

lm(z) = R 
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txemplo 5: Dada a funcao /(.v, y) = ^ " . encontrar: 

a) a iniagem de (1/a. «). a G IR' t : 

b) o dom i ni c> de fix, y ) . 

Soluqao de (a): A imagem do ( L/«. «j, n E IR' r . c dada par 


/(I /a. a) 

Como a E IPC. temos que laF - a e. portanto. 


l I - a 2 
- + a 


f{\/a. a) 

Solute de (b): 0 domfnia de&sa fun£5a £ 


- ! hi 


D(f)= [<* >) E IRr 1**01. 


Exemplo 6: Dada a equacao * 2 + y 2 + z 2 = a a , a E IRV, 
que represents uina esf L -ra di: raio u (vcr a Figura 1.7), centrada 
up or i gem, definir fuDgdes de dups variaveis que representem 
hemisferiosL 

Solucio: Podemos explicilar a variaVel z> oblendo f undoes da 
Ibrtuy 

z - z (x. y). 
Temos. entao, duns t unifies nalurais 

in = W — x 2 — y 2 e z-> — - V'cr — x 2 — y 2 


Figura 1.7 


que representam 0 hemisferio superior e inferior, respect ivamente (ver a Figura 1 .8). 



Figura 1,8 

Analogamente. podemos definir 

j i = Va 2 - x 2 - z 2 c y 2 - -Va 2 - x 2 - z 2 


Opinio i Furies de varias va riaveis 


que representam o hemisferio a dire i la e o hemisferio § esquerda, respectivamente (ver a Figure IS). 




Figura K9 

O hemisferio da frente e o de trls sao definidos, respecUvamente. por 

x t = Va 2 - y 2 - z 2 e x 2 = -V3 
e podem ser visual izados na Figura 1 . 10. 



Figura 1.10 

Oft dominion das (undoes dcfinidas sao: 

= % 2 ) = {U y) E M 2 f jc 2 + f £ J\ EXxJ - D0c£ - {{y, z) E IR 3 i / + ^ a 2 } 
£>Cj>i) = D(y 2 ) = (U, z) e R 2 1 jt 2 + z 2 < a 2 [. 

ObservEimoji que grafieamente esses dominies reprcsenlam cireulos de raio a e podem ser visual izados como a pro- 
jecSo da esfera sobre os respect ivos pianos cuordenados. 


1.3 Graff cos 


[):i incsriKL forma L |ue no eslndo das r'uik;«xs Je Limn variavel. u nocao do grjfk'o ucscjiipi-jihu urn panel import ante 
no estudn das fungoes de varias variaveis. Isso ocorre principalmeme para as fun^Oes de duas variiveis, cujo grafico> em 
geral. represent □ uma superfkic no cspn^o tridimensional. A visualizaeao geome'trica auxilia muito no esludo dessas 
fungoes. Temos a scguinte definicao: 

1,3.1 Definigao 

0 grafico de uma fune^o de duas vari&veis % - fix, y)6o conjunto de todos os pantos f t, y, z) S R\ tais que 
{x,y)fED(f)ez=f(x y yl 
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Simbolicameme, escrevemos 

gmfif) = {(x t y, z) Bl&iz = f{x, y)l 

1.3.2 Exemplos 

Exempio 1 : No Exempio t da Subsecao 1.2.2 vimos que o domfnio da funcao z o conjunto 

D(z) = {(x s y) SR 2 IJt J + y 2 s 4}. 

Sua imagem 6 \m(z) - (0, 23. 

O graTtco dessa funcao £ o conjunto 

graf{z) = [(x. y t z) G IR 3 1 z = \A - * 2 - y 2 ) 

e, geometricamente, represeuta o hemisfeno superior da esfera de centra na on gem e raio 2, A Figura 1.1 J i lustra esse 
cwmpli). 



Figura 1.11 

Exempio 2: A equacSox + 2y + 3c - 3 e a equayao de Mm piano toe] in ado que corta os eixos eoordenados em x = 3, 
v — 3/2 e z — 3 . Resolvendo essa equaclo para z em Fungao de (.*, v), obternos a funcao 

z = \0-x-2yl 

cujo domfnio e lodo piano xy e cuja imagem e todo eixo z. A parte do grifico de z = fix, y) que se encomia no primeiro 
octante esca reprcscntada na Figura 1.12. 

Dad a uma superffcie S no espac;o, podemos nos perguritar se ela sempre represeuta o grafico de uma funclo 
z = f(x, y). A resposta € nao. Saberaos que> se /e uma funcao, cada ponio dc seu domfnio pode ter somcntc uma imagem, 
Portanto, a superffcie S s6 reprcsentara o grafico de uma fungao z = fix, y) se qualquer reta perpendicular ao piano xy 
cortar S no maximo em um ponto. Isso e ilustrado na Figura 1.13. 



Figura 1.12 Figura 1.13 


CaPiTuio 1 Huncaes de varias variavefs 



No caso <i<3s fun coos tie uma variavcl, uma maneira de obler seu grafico £ elaborar uraa tabela determinando os va lo- 
res da funcao para uma sene de pontos de seu dommio. Esse metodo nidimenlar, embora nao muito cficiente, const it ui 
uma ferramenta import ante. No entanto, para esbocar o grafico de uma forma mais precisa, varios on Eros necursos sao 
utilizados, tais como determinacao de rafzes* assmlotas, intervalos de crescimento e decrescimento, pontos de maximos 
e minimos etc. 

Para umji func;1o do Unas; valid veis, 6 pralicamenle impossfvel obtcr um esboc,o do graTreo apenas criando uina 
tubthi tuni <!s Vdlun-s 1L1 iuiui'm t:iti ili\iT^is pnHitiis iU- -cu ilunn'tiio. Puivi auuunnir vsvi JilkukUidc. vdrios piuoxli- 
mentos sao adotados. O principal deles, muito usado pelos cart6grafos ria elaboracao de mapas de relevo T consists em 
determinar os conjuntos de pontos do domfnio da funcao, em que esta permanece constants. Esses conjumos de pontos 
sao chamados cu/vas de nivel da fnn$uo e sao definidos a seguir, 

1.3.3 Deftnicao 

Seja k um nurnero reaL Uma curva de ntvel, de uma funcao z — f(x. y) e o conjunto de todos os pontos 
U y) € Dili tais que y) = fc 
Simbolicamenle h escrevemos 

C k = {(x r y)(ED(f)\f(x >y ) = k}. 

1-3.4 Exemplo 

Para a funclo z = v 4 - x 2 - y 2 do Rxemplo 1 da Snbsecao 1.3.2, algumas curvas de nfvel sao: 

C 0 : 0 = V4 - jr - y 2 ou jc ? -f y 2 = 4; I = Va - x 2 - y 2 ou X 2 + y 2 = 3; 

C lf2 : If! = V4- x 2 - y 2 ou x 2 + y 2 = 15/4; C a/1 : 3/2 = V4 - Jt 2 - y 2 ou Jt 2 + y 2 = 7/4. 

Para jt = 2 t a curva de nfvel e dad a por 2 = \/4 — x 2 - y 2 on jt = y = 0. 
Nesse caso t a curva se reduz a um ponto e e chamada curva degenerada. 
Para k < 0 e k > 2, as curvas de nfvel C k sao conjuntos vazios, 

Nli E-igura [ . [4a aprcsentamos as curvas do nivel determinadas e s na Figura \A4b> ilustramos a sec,ao da superffcie 
correspondente a curva de nfvel C V2 . 



m (b) 
Figura 1J 4 


1.3.5 Esbo^o de graficos usando curvas de nivel 

As curvas de nivel sao sempre subconjuntos do domfnio da funcao z = /(-*, y) e, portanto, sao trac,adas no piano 
xy\ Cada curva de nfvel f{x, y) = k & a projecao. sobrc o piano xy, da intersecao do grafico de /com o piano hori- 
zontal i = Jt. 

Assim, para oblcrmos uma vi.suali/a^acj do ^rallco Ul- /; pi)ticinos tracar diversas curvas de nfvel e imaginarmos cada 
uma dessa\ curvas desloetida para a adura z = k correspondence. Na Figura 1.15 iluslramos esse procedimento para a 
funcao z = Vx 2 + y 2 e s na Figura 1. 16, para a funcao z = x 2 + y\ 
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Figura 1.15 


Observando as figuras 1.15 e 1.16, vemos que as curvas de nivel de ambas as furvc.oes z = ez = x 2 + y 2 

sao circunferencias de centra na ori gem Assim, utilizando somente as curvas de nfvet, prxlemos ter diflculdade em 
csbocar o graTico corTctamenre. Outro recurso muito uiil para visual izar a forma do graTico consiste em determinar a 
intersccao deste com os pianos coordenados yz e xz 



Figura 1.16 


A intersecao do grlfico de i = vV + y 1 com os pianos yz e xz sao as scmi-retas z = ± y e z = ±x, z a 0 T respecti- 
vamente. Por sua vex, a intersecao de z = X 2 + y 2 com OS pia no?; yz e xz saq, respeciivamcnic, as parabolas : = re; - jr. 
Essas informac,ocs ajudam-nos a ver que o graficode z = y 2 £ urn cone e que : - A : + y 2 e urn paraboloide. 

A seguir apresentamos esemplos variados envoi vendo graficos de f undoes de duas variaveis, 

1.3.6 Exemplos 

Exem plo 1 : Esbocar o gnifico da fune^o f{x, y) = y 1 - x 2 . 
As curvas de nfvel dessa funcao sao dadas por 

Para k = G\ obtemos y = ±x, que sao as retas bissetrizcs do primeiro e segundo quadrantes, respcciivamenie. 

Para k + 0 t a curva C k e uma hiperbole. 

Na Figura I _ 1 7«, representamos as curvas de ni\ c\ Q para 

k = D, ±L, ±2, ±3. 

A intersecao do graTico de / com o piano yz e' a parabola i = y 2 , que tern concavidade vol lad a para cima. 

A imersecao do graTico de / com o piano xz e a parabola z = ~x 2 , de concavidade vol tad a para baixo. 

Com essas infonnacoes, podemos visual izar o grirl co de /. represcntado na Figura 1Mb, o qual represenia uma 
superfkie denominada paraboLoide hiperbdlico. Observando esse graTico, vemos que, parlindo da origem, em atgtimas 
dutcocs. a funcao e cresoenie c, em outras, e r decrescente. I'm ponto em que isso ocorre e chamado porno de sela. 
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Figura 1,17 


Exe m p I o 2 : Esbocar o grafico da fu nc ao 


z = 4 - x 2 - 4y 2 . 
Nesse exemplo, as curvas de nivel sao dadas por 

C k :4 - x 2 - 4y 2 = k. 
Para k < 4, as curvas de nfvel sao elipses. Por exempio, para k = 0, temos a elipse 

f + / = t. 

Para k = 4, temos = y = 0, ou seja, uma curva de nivel degenerada. Para k > 4, as curvas de nfvel sao conjun- 
tos vazios, 

Na Figura US, representamos diversas curvas de nfvel 

de/ 

A intcrsecao do grafico de / com o piano yz € a parabo- 
la z = 4 - 4y 2 , que tern vertice em (0, 4) e concavidade 
voliada para baixo. 

Analogamenle, a inlerst^ao do grtfflco de/ com o piano 

xzt* par&bola z = 4 — x 2 . 



Fiqurji 1.1b 

tin csbo^o do grafico de/, que c c ham ado de paraboloide elfptico, e' apresentado na Figura 1.19. 



Figura 1J9 
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Exemplo 3: Na Figura 1.20. aprcsentamos algumas roperffctd no espaco tridimensional. Quais dclas represcntam o 
grafico de uma funcao de duas vari&veis? 

Na Figura 1.20«. temos urn parabol6ide de concavidade voltada para baixo e vertice no ponto (0, 0, 4). Podemos 
observar que retas perpendiculares ao piano xy cortain a superfi'cie ruim unico ponto. Temos uma funcao 

z = z(x,y). 

Na Figura 1 .20b, lemos um cone. Com excecao do eixo z, retas perpendiculares ao piano rv cortam a superfi'cie em 
dois pontos. Nao temos uma funcao z = z(x, >•). No entanto, resolvendo a equacao z 2 = x 2 + y 2 para z em funcao de x 
e y, obtemos as func,6es 

2, = Vx 2 + y 2 e z 2 = -Vx 2 + y 2 t 

que representam, respect ivamentc, as partes superior e inferior do cone. 

Na Figura 1 .20c. temos o hemisfdrio da direita da esfera x 2 + y 2 + - : = 4. Podemos observar que retas perpendi- 
culares ao piano xz cortam a superfi'cie no maximo cm um ponto. Temos uma funcao 

y - y(x, z). 

Na I -"igura 1 .2(V/. temos um elipsoide. Podemos observar que as retas r. v. /, perpendiculares aos pianos coordena- 
dos vv. yz e vc, respectivamente, cortam a superfine em dois pontos. Portanto. a superfi'cie nao representa o grafico de 
uma funcao de duas vari^veis. 

Como foi fcito no Exemplo 6 da Subse^ao 1 .2.2, a partir da equacao do elipsoide podemos obter diversas funcfics 
de duas variaVeia. 



Figura 1.20 
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Excm plo 4 : As equates a scguir represent™ pianos. Esbo^ar o graTieo e idcntificar as pOSSiveis fun$5es de duas var- 
i&veis que definem cada piano. 

a) z = 2 c) v = 1 

b) jc = 3 d) y = x 

Solucao de (a): A cquacao z - 2 representa ura piano paralelo ao piano xy e seu graflco esta representado na Figura 1.21. 
A funcao de dua<; variaveis que define esse piano 6 a funeao constante 

= 2. 

Solu^So dc (b): A equacao x ~ 3 represent um piano p<iralelo ao piano coordenado yz e seu grdfico estd ilustiado na 
Figura 1.22. 

Esse piano <£ dcfinido pcla funcao consume 

= 3. 

Observamos que o dommio degio piano jkj, 



Figura 1.21 Figura 1.22 


Solucao de (c): Nesse case, temos um piano paralelo ao piano coordenado xz. Esse piano (5 dcfinido pcla funeao constantc 

A: 1R 2 -» IR 

ftfcz) = 1 

e sen graTieo esta representado na Figura 1,23, O dommio de h c o piano y = 0, ou seja, e o piano coordenado xz. 



Figura 1.23 


Solu^ao de (d)i A equacaojy = x> que representa uma reta quando trabalhamos no piano xy, agora represents um piano 
vertical cuja projecao sobre o piano xy6% tela y = x O grdfico desse piano esta 1 representado na Figura 1.24, 
Esse piano pode ser definido pela func5o 
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que tem como dominio o piano coordenado xz, ou pela func5o 

g: IR 2 ->]R 

g(y* z) = y 

cujo dominio 6 o piano coordenado yz. 



Figura 1.24 

Excmplo 5: Uma chapa de aco retangular 6 posicionada num sistcma cartesiano, como na Figura 1 .25. A tempcratura 
nos pontos da chapa € dada por 

T(x,y)=f. 

Esbocar o graTico da funcao temperatura e determinar as suas isotermas, isto 6, as curvas em que a tcmperatura 6 
constante. 


2 

y 






-a 



Figura 1 

.25 



Solucao: O dominio da funcao T\x f y)6o retangulo represcntado na Figura 1 .25, dado por 
D(T)= [(x,y)\0*x<6 e -2 <>•< 2} 
Sua imagem e Im( T) = [0 , 4]. 

Assim, para 0 < k < 4, as curvas de m'vel da funcao temperatura s§o dadas por 
C k :y 2 = k ou y= ±V*,0<jc<6. 
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Essas curvas represeruam scgmentos de reias horizontals. Na Figura 1.26, esbocamos as curvas de nfvel: 
C 0 :>- = 0,0^Jf < 6 C 3 : j = 0 ^ j ^ 6 

C,:jf = ±1,0^*^6 C A : y = ±2,0^x^6 
C 2 : y = ± V2, 0 £ jc £ 6 

Para L-shoear o gnafteo de F(jr. >). observanios t|uu a mtLTsecfLti deste Linn o ptund y- c :l p:ir:ib(jLi : y : . O an'iti- 
co de jT(r h y)> representado na Figura 1.27, d chamado cilindro parabolico ou, simples menle, ' ealha". 

Como as isotcrmas xao as curvas em que a Icmperatura permunece constante, el as sao exatamente as curvas de m'vel 
F, ou seja, os segmented de reta 

y = e, 0 jc 6, 

onde -2 <c<2e constante. 



Exemplo 6: Nas figura* ] .28 a 1 .33, apresentamc-s "raticos tie divcrsas I'uncfjcs dc duas variaveis. iisses graTicos 
foram obtidos por meio do software Maple". Nas figuras 1.28 a L30, o me'todo usado foi o das curvas de nivel. Mas 
figuras 131 a 1.33, foi adotado ouim prtK.cdijiieiut> paru obier o grtffko, que consists em determinar a intersex ao do gra- 
fico com pianos verticais convenientes. Desenhando urn numero adequado das secoes verticals, conseguimos uma boa 
visualizacao do grafico. 



Figura 1.2S 


Figura 1.29 
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Figura 1.32 Figura 1.33 


Embora nao possamos obter uma visuali/acao geometrica para o grafico de uma funcao de mais de duas varidveis, 
a definic3o 1 .3. 1 pode ser gencralizada. 

1.3.7 Defini^o 

Se/d uma funcao de n var&veis./ = /(a,, as x„), o seu grdfico d o conjunto de pontos do espaco R" + 1 dado por 

graf(f) = {(*,. x 2 x 2 *„)) | (*„ x 2 x n ) G D(f)}. 

Da mesma forma, tambdm podemos generalizar a nocao de curva de nivel, como segue. 

1.3.8 Defini<jao 

Se/e uma funcao de // variaveis,/ = x 2 , . . . , jcJ e k 6 urn niimero real, urn conjunto de nivel de /. S k e o con- 
junto de todos 06 pontos (,v,, x 2 r„) 6 D(f) tais quc/(.v,, x 2 x„) = k. 

Em particular, quando /e uma funcao de tres varidveis. temos as superficies de nivel. Nesse caso, o conhecimento 
das superficies de nivel. que pxxlem ser visuali/adas no espaco tridimensional, ajuda muito a entender o comportamcn- 
to da funcao. 
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1,3.9 Exemplos 

Exempfo 1 : Determinar as superficies de nfvel da funcao w = x 2 + y 2 + z 2 . Dar exemplos de ties pontes pertcn- 
cenies ao grafico de iv r 

Solu^ao: As superficies nfvel da funcjo w sao dadas por 

$t - {( x> }u)GR j Ia 2 + v 2 + z 2 - k). 

Para k>0,S k represent uma esfcra dc raio r 

Para k = 0, temos jc = y = z = 0 (superficie degenerada). 

Para k < 0, a superficie de iifvel 5* £ urn conjtinto vazio. 

O grtffieo de w 6 o conjunto 

grafl» = ((* 2, w) E R* I h> = x 2 + + z*). 
Os pantos P t (l, 2 t l s 6), /^{O, — 1 , 2, 5 ) e /\( — 2, —3, 1, 14) perteneem ao grafico dc w, pois 
w(l,2,l) - 6,^(6,-1,2) =5eiv(-2,-3,l) = 14 r 

Extmplo 2: Seja D uma regiao esf erica de raio a. A temperalura em cada ponto de D e numericamente igual a dis- 
lancia do ponto ate' a superficic da csfcra. IMenniuar a> isoicrmas da rcgiiio D. 

Inigialmente, varnos ciKontrar uma expressao analrtica para a funcao temperatura T{x> y, zX Para isso, local izamos 
a regiao D num sistema de coordenadas cartesiano. Par conveniencia, fazemos a origem coincidir com o centre da esfera, 
como [nostra a Figura 1 .34. 



Figura 1.34 


Como a temperatura no panto {x, >■ z) e numericamenle igual a distancia desse ponto a superffcie da esfera, temos 
T(x s v, z) = a - Vx 2 + y 2 + z 2 . 

O dominio de T £ a regiao D, 
Sua imagem e Im (7> = |0 h a). 

As isotermas sao as superficies dc nfvel da funcao temperatura, que sao dadas por 

Si = | (a, y,.z) E D \a - Vx 2 + y 2 + z 2 = k). 
Elas representam esferas de centro na ortgem e raio {a - k).D^ k< a, 

Nesse exemplu. obscrvamos que o couhecimento das curvas de nfvel nos ajuda a compreender o comportamento da 
funcao temperatura, Ela permanece constante sobre as superficies esfericas de centre na ori gem e aumenta a medida que 
. cslci':is lorn raios moima^. cnconlraiido-sc insiis no interior tk» soJido. 
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1 .4 Exercicios 

1 . Enconlrar uma funcao de varias variaveis que nos de: 
a) O comprimento de uma escada apoiada como na 
Figura 1.35. 



L 

Figura 1.35 


b) O volume de agua necessario para cncher uma 
piscina redonda de .v mctros de raio e y metros de 
altura. 

c) A quantidade de rodape. em metros, necessaria 
para se colocar numa sala rctangular de largura a c 
comprimento b. 

d) A quantidade. em mctros quadrados. de papel de 
parede necessaria para revestir as paredes laterais 
dc urn quarto rctangular dc v mctros de largura c 
y metros de comprimento, se a altura do quarto 6 
z metros. 

e) O volume dc urn paralelepipedo retangulo de 
dimensdes jc, >• c z. 

f) A distancia entre dois pontos P(x, y, z) e Q(u, v, w). 

g) A tempcratura nos pontos de uma esfera, se ela, 
em qualqucr ponio, t numcricamcntc igual a dis- 
tancia do ponto ao centro da esfera. 

2. Uma loja vende urn ccrto produto P dc duas marcas 
distintas, A e B. A demanda do produto com marca A 
depcnde do seu preco e do preco da marca competiti- 
va B. A demanda do produto com marca A 6 

D A = 1.300 - 50x + 20y unidades/mds, 

e do produto com marca B 6 

D B = 1.700 + 12* - 20y unidades/mes. 

onde x c o preco do pnxluto A e v e o preco do pro- 
duto B. 

Escrever uma funcao que exprcsse a receita total 
mensal da loja, obtida com a venda do produto P. 

3. Dctcrminar o dommio c o conjunto imagcm das 
seguintes funcoes: 


a) 

Z = 3 — x — y 

hi 

fix = 1 + X 2 + V 2 

/ i^i y f y 

c) 

z = Vv - {x + y ) 

d) 

w = e r 

c) 

f{x, y, z) = VV + f + z 2 

0 

/(*, y) ■ 2x + 5y - 4 

g) 

z = ,2 + f _ 2 

h) 

/(*, y) = 2x 2 + 5y 

i) 

w = 4 + x 2 + y 2 

j) 

f(x,y) = 4-x 2 -y 7 


4. Dctcrminar o dommio das seguintes luncf>cs e rcpre- 
sentar graficamente: 

a) z = xy 

d > Z = 7TT 

e) z = Vx 2 + y 2 - 1 

0 z = ln(4 - V* 2 + y 2 ) 

, Vx 2 + v 2 - x 

g) z = In , ' 

Vjt 2 + y 2 + jc 

h) z = e x/y 


I) z = V5 - u 2 - v 2 - w 2 


Capitulo l Funics de varias variaveis 


m) f(x, y) = Vx 2 + y 1 

n) z = in(x + y - 3) 

Vx + 4 
oj z = - 


V y - 1 

p) f(x,y,z) = Vl - jf 2 + Vl- y 2 - 
q) z = ln(5* - 2y + 4) 


r) z = V]A[ + |y] - 1 

5. A partir da equacao dada, deflnir duas funcoes de 
duas varidveis, determinando seu dominio. 

a) y 1 = x 2 (9 - x 2 ) + z 

b) x 2 + (y - 3) 2 + z 2 = 9 

c) I 2 = m 2 + n 2 

x + y 

6. Dada a funcao y) = ^ y 

a) Dar o dormnio. 

b) Calcular f(x + A* y). 

c) Calcular/(-l t O). 

d) Fazer um esboco graTieo do domfaio. 

7* Desenhar as curvas de nfve! C k para os va lores de k 
dados: 

a) 2 = x 2 - y~-k = 0, 1,2,3 

b) z = y 2 - x 2 ; k = 0, 1,2,3 

c) z = 2 - {x 2 + y 2 ); it = -3,-2,-1,0,1,2 


d) ^ = -\/m 2 + n 2 ; k = 0, 1, 2. 3, 4, 5 

e) /(jc, y) = 2jc 2 + 4y 2 ; it = 2, 3, 4. 8 


f) /Uy) = Vx + y;k = 5,4,3,2 

Nos exercicios S a 10, o conjunto S rcprcscnia uma chapa 
plana, c 71(x v), a temperatura nos pontos da chapa. 
Deierminar as isoiemias, representando-as geometrica- 
mente. 

8. S = {(jc, y)\x 2 + y 2 ^ 16}; T(x t y) = x 2 + y 2 . 

9. S = {(*, y)| 0 £ * £ 4, 0 £ y 8}; T(x, y) = 4 - x 2 . 

10. 5 = {(x, y)\ x 1 + y i < 25}; T(*, y) = 2(4 - x 1 - f). 

1 1 . Desenhar algumas curvas de niVel e eshoear o graTi- 
co dos segtiintes paraboltfides: 

a) z = 2x z + 2y 2 

b) z = -Ix 1 - 2y 2 


c) z = x 2 + y 2 + 1 

d) z = jt + v 2 - 1 
c) z - 1 - x 2 - y 1 

0 Z= (x-}) 2 + (y-2) 2 

g) - (jc-l) 2 -<y-2) 2 

h) z = x 2 + 2y 2 

1 2, Bscrever a func3o que rcpresenta o paraboldide cir- 
cular das figuras 1.36, 1.37 e 1.38, 



Figura 1.36 



Figura 1.3? 



Figura 1,3S 
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1 3. De^enhar algumas curves de nfvel e esbocar o 


gratlco: 

a) 

Z = 3 - 2x - 3y 

b) 

I = 4 - m 2 _ „2 

c) 

z = -Vx 2 + y 2 

d) 

/ = m 2 , 0 < n ^ S 

e) 


0 

Z = V9 - x 2 - y 2 

s) 


h) 

I = g _ X 2 - yt 

i) 

/(x, y) = x + y + 4 

j) 

z = 2x 2 + 3/ 

k) 

* - V2x 2 + 3/ 

1) 

z = 4 - x 2 

m) 

Z = 3, 0 < ,r < 2 e 0 s y < 4 

D) 

2 - 4jc 2 + y 

o) 

1 3 

P) 

z = 2x 2 - 3y 2 

q) 

z = 3y 2 - 2x 2 


1 4. Rneontrar a curva de intersex ao do grafico da funeao 
dada com os pianos dados, representando grafica- 
mente: 

a) £ = x 2 + y 2 com os pianos c = I ; x = I ; y = I 


b) z = Vx 2 + y 2 com os pianos z = I; x = 0; 
y = x 

c) - = V4 - x 2 — y 2 com os pianos z = 1 ; y = 0; 
y = x 

1 5. Esbocar o grifico das superficies de nivel S k corres- 
pondemes aos valorem de A" dados: 

a) w = x 1 + y 2 + z 2 \k = 0 T 1,4,9 

b) w = x 2 + y 2 ;k = 4 T 16 T 25 

c) w = x + 2y + 3z; A: = 1,2,3. 

1 6. Sabendo que a fuineSo 

r(^) = 3o-(^ + J/+|^ 

representa a temperature nos pontos da regiao do 
cspaeti delimitada pe!o elipstfide 

*+$ + J-i 

pcrgunta-se; 

a) Em que ponto a tcmpcralura € a mais alta possfvel? 

b) Se uma partfcula se afasta da origem, deslocan- 
do-se sobre o eixo positive dos x, scjfrerd aumen- 
to ou diminuigao de lempcratura? 

c) Em que pontos a temperatura £ a mais baixa pos- 
sivd? 

1 7. Fa/.er urn esbogo de algumas superficies de mvel da 

fiinc§o w = Vx 2 + y 2 + z 2 . 0 que ocome com os 
valores da funcao ao longo de semi-retas que partem 
da origem? 



Neste capitulo estudaremos as fancoes vetoriafs* Jnicialmente 
apresentaremos as fun toes ve tori a is de urn a variavel e as defmicoes 
formais de limite e continuidade dessas funcoes. A seguir, faremos 
urn estudo sobre curvas, represen tan do-as por meio de equacoes 
parametiicas oti de uma equacao vetorlal 

A derivada sera interprelada geometricamente cotno urn vetor tan- 
gen te a uma curva. Fisicamente, ela sera interpretada como 0 vetor 
velocidade de uma particula em movimento no cspaco. 

Finalmente serao mtroduzidas as funcoes vetoriais de varias 
variaveis. 


2.1 Defini^ao 

Chamamos dc fun^ao \c\o\:ki\ de um;i vLiriavd tceiI J 1 , definida cm um inlervalo /, a fuiicao qoe a cada t £ / asso- 
cia um veior / do espaeo. Denotamos 

7 = 7(0. 

O vetor / (/) pode ser escrito como 

7(0 =/.(o7+/ 2 (o/+/3(o^ 

Assim, podemos dizer que a funcjo vetorial / determina tres funcoes reais de t: /, - /|(0» f 2 — / 2 (0 e f 3 = Jj(f). 
Reciprocamcinte, as tres funcoes reais / h / 2 e / 3 determinant a funclo real /(f). 
Observamos que. dado urn portto P(x, y, z) do espaco. o vetor 

T = xi + yj + zA- 

£ chamado vetor posicao do ponio P (ver Figura 2. 1 ). 

A cada pomo P(x t y, s) corresponde urn tinico vetor posicao e vice- versa. Em vista disso, mint as vczes urn vetor 

v = V] i + v 2 j + & representado por (v lT v 2 , v£. Essa nota^io tamb&n £ usada para represen tar as funcoes 
veioriais. 


Calculo B - Funcdes de v^rias variaveis. integrals multiples, integrals curvilincas e de superficie 


P(x.y.z) 


Figura 2.1 


2.2 Exemplos 


c) 


Podemos cxpressar o movimento de uma particula P, sobre uma 
circunferencia de raio 1. pela funcao vetorial 

/(/)"" cos / / + sen / /* . Ncssc caso, a varidvel / representa o 
tempo c P(f\(t), fi{t)) nos dii a posicao da particula cm movi- 
mento (ver Figura 2.2). 

Lm Fxonomia podemos estabelecer uma funcao vetorial preco. 
Consideremos tres mercadorias tais que a primcira tern preco r, 
a segunda tern preco f + 2ca terceira tern pre^o dado pela soma 
das duas primeiras. A funcao vetorial preco e 

P{t) = (i\t + 2, r 2 + r + 2). 
Outros exemplos sao dados nas expressdes: 

7(0 - it + i} - (/ 2 - 4)2 



y 

(f,(t). Mt» 
1ST \ 






Figura 2.2 


g(t) = t 2 i + t 2 j + 3k 


h (/) = 2 cos t i + 2 sen / j + 5k. 


2.3 Opera96es com Fur^oes Vetoriais 

Dadas as f undoes vetoriais 

?(0-/i(O7+/i(07 + A(O2 e 

?(o = gi(o~i +&(o7 + &(t)tf 

dcfinidas para / 6 /. podemos def nir novas funcdes vetoriais como segue: 
a) h(t) = f(t) ± g(') 

= (/.(<) ± ft(0)T + (/ 2 (0 ± &(0)7 + OsW ± &(0)2. 


b) w(t) = f(t) Xglt) 

7 7 I 

MO AM A(0 
a(0 fc(0 &(0 

- (AM ■ ^(0 AM ■ &M)' + (AW - &W AM ■ 6<0)7 

+ Cfito -&M -AM -ft(0)*' 

c) v(0 = - 7(0 

= p{t) <Mt)l + p(t) - Mt)J + p(0 * MOt 

onde p(t) 6 uma fun^io read definida em A 

Tambdm podemos definir uma fun^io real 

MO = 7(0 ■ *?(') 

= AW-&M+A(*)>&W+AM-ft»- 


2.4 Exempt os 

Dadas as fun^Ses vetoriais 

7(0 - ti + t*] + 5k e J(0 =f 3 7 + 7 
c a funcpo real - t, determinar: 

a) 7(0 1 ?(0 0 7(0 X JW e) 7(l/a) + para* * 0. 

b) 2/(0-1(0 d) [A(07(0]'g(0 
Temos, 

a) 7(0 + g(0 = <' 3 + 0? + C* 2 + 1)7 + 5?; 

b) 2/(0 " *M = (2/ - f 3 )? + (21* - 1)7 + 10?; 


c) /(Ox §(0 


i / * 

i r 2 5 
f 3 1 0 


-5i + (* - t 5 )k- 


d) [*M/M]'*(0 - [(' 3 - Oi + (f 4 - t 2 )J + <&* - 5)*]- (<*i + /) 
- (f 3 - r) ■ t 3 + (r 4 - f 2 ) - 1 + (Si 2 - 5) * 0 


• 1 47 + 7 


— < + 2~ / + 5 * 



Cikulo B - Funics de vlnas variaveis, integral's multiplai, integrals curvifmeas e de supt-rfrrit 1 


2.5 Limite e Continuidade 
2.5 A Defini^ao 

Seja / = /(r) urn a fun^o vetorial deflnida em urn intervaLo aberto A cortterido r 0 , exceto possivelrriente no 
pruprici Dixemos que o limiie de /(f) quando t aproxima-se de / 0 € a e escrevemos 

lim / (f ) = a, 

se para todo e > 0, existe 5 > 0, tal que |/(f) ~ a \ < £ sempre que Q < If - f 0 ! < & 

Geornerricamenre (ver Figura 23), podemos afirmar que a di/e^ia o seniido e o comprimenro do vetor / (1 ) len- 
dem para os de a , quando f — > f 0 . 



Figura 2.3 

2.5.2 Proposigao 

Sejam /(f) = /,(*) i + / 2 (l)7 + / 3 (0^ e a = fljT + a 2 7 + a 3 I. O lim /(/) = a se, e somcme sc, 

lim /(f) = flr, I = 1, 2, 3. 

Prova: Se lim / (f) = a, entao para urn r > 0 arbitrario existiii um S > (X lal que J{t) - a \ < e sempre que 
0 < If - r 0 J < 5. 

Como 

7(f) - a = [/(f) - ff,]7 + \f 2 (t) - a z ]j + - a 3 ]£ T paraO < |f - f 0 | < 5, temos que 

|/{f) -a\* |/(f> -3|<* 
para i = 1, 2 T 3, Portanto lim /(f) = a,. 

Reciprocamente, se lim /(f) = a^i - 1 T 2 T 3, para todo « > 0, existing fi > 0 S tal que l/(f) - aj < s/3 quan- 
doO < If - / 0 I < S. 


CAPirmo 2 Funics vetoriais 



Usando a desigualdadc triangular, vem 

|/w -*|- |[fi(o - fljt > m) - + 1/3(0 - 

3 3 3 
= e. 

Logo lim /(/ ) = a. 

2.5.3 Propriedades 

Sejam f (l) c g (/) duas fun^des vetoriais e uma funcao real, defiitidas em um mesmo intervalo. Se 
lim /(r) - a, lim g(r) = b e lim = m, 

f-*r D 

a) lim [/(/) ± g(t)] = a±b; c) lim f(t) x g(t) = axb, 

b) lim /(f) - g(t) = a • b: d) lim /i(0?(0 = ma. 

'■ ■ , .: Kssjis propriedades podem ser mostradus usando a proposi^fio 2.5.2 c us. pnopriedades dc liinilc das (undoes reals. 
Gomo exeniplo, provaremos o item (d), isto e\ 

lim h(i)f(t) = ma. 

Sejam /(f) = /(f)? + / 2 (07 + MO* e 3 = a/? + flj + 

EntSo, ft (0/(0 = A(0/t(OT + h(t)f 2 {t)7 + MOMO* e 

lim A(0?(0 ^ I™ MO/ifttf? + lim [A(0/a(0]7 + Hm WOfito]* 
r-»r, r-n> 

= [lim /i(0 - lim /,(/)]? + [lim ft(0 " lim A(t)J/ + [lim MO * lim / 3 (0]fc 
= ma L i + ma 2 / + ma^k 

m > x 

= ma. 

2.5.4 Exemplos 

Exemplo 1: Cakular lim (i 2 7 + (/ 2 - 1)7 + 2k) r 
Usando a proposic.ao 2.5.2, nemos 

lim {i 2 ~i + {i 2 - 1)7 + 2k) = ( lim f 2 )7 + ( lim (t 2 - 1)7 ] + f lim 2 JA 
= ll + 7 + 2k. 
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Exemplo 2: Cakular lim f(t), onde f(t) = ^j-^- T+ tf. 
Temos 


Exemplo 3: Seja J{t) = & * ^ onde ^ = ^ e * =2 7 - ^- Calcular 

a) lim/(0: 

b) lim (t 2 - At + 4)7(f) 
Temns que 

1 t 4 - 2 r 
r - 2 / - 2 J i - 2 


Assim T 


£3 " fa rb) 7 + fa 7^)> - fa 


= -17-27 + J. 
b) Para rcsokei esse iicm, calculamos inicialmente 


(r a - * + 4)7(0 = « 2 " 4/ + «(^T5 7 + 7^' ~7^2*) 


Z 2 - 4f + 4 - 4(* 2 - 4/ + 4) - 2(f 2 - 4t + 4} -» 

^^' + ,-2 ,-2 *■ 


Temos, cnulo, 


r- *A a a^, s \ r t*~4t+Ah _l \v 4Xf 2 -4f + 4) ~U L 2{t 2 - 4l + 4) 1 
km (r - 4; + 4)?(f) « [hm-^^Ji + [hm f _ 2 ' j, - [hm f _ 2 J j 

Resokertdo us I i mites das f undoes reais pelos m&odos ja conhecidos, vem 

lim (;- - 4/ + 4) /(f) = oT + Qj + Qk - H 

Observamos que a propriedade 2 53 (d) nao foi usada porque lim / (i) nao existe, 

Exemplo 4: Sejam ?(f) = tl 4- 2i 2 / + 31*2 e 
g(f) = 3f7 - 2j + 4f 2 Jt. 

Calcular: a) lim [/(f) + 


CflPiruio 2 Purines veioriais 


b) Jim[/(0 - ?(/)]; 

c) lim[/(0 
Usando 2 5 2 e 2.5 3 , temos: 

a) lim [7(0 + £(*)] = lim/(0 + lim |(r) 

- lim (f 7 + 2f 2 7 + 3< 3 £) + Jim (3rT - lj + 4i 2 k) 
= (7 + 2/ + 3?) + (a7 - 2j + 4k) 

- a7 + 7%, 

b) lim [/(O * i(ol = lim 7(0 * lim g(t) 
i-*i <- J f-*i 

= (7 + 2/ + 3k) * (37 - 27 + 4k) 
= 1-3^-2- (-2) +3-4 
= IL 

c) lim [/CO ^ ?(o] = Jim 7(0 x lim J(0 

= (7 -r 2; + 3?) x (37 - 2/ + 4*) 
= (l4? + 5] - Sk). 

2:5.5 Defini^ao 

Uma firn^ao vetorial / ~ f (t ) , defimda em um inlervaSo /, £ contfnua em % E /, se 

Lim/(0 = 7<<o)- 

Da proposi^ao. 2.5.2 segue que / (l) £ conlmua em ^se t e somente se, suas components sao t undoes conU'nuas 

2,5,6 Exemplos 

p 1 0 1 ; Verifiear se a fungao 

/{f} — sen/ i + cost/ + k e'contfnuaem i a = tt. 

Sabemos que / (t) £ defimda para t a - w. 
Ainda, 


lim 7(0 = Mm (sen / i + cos// + k) 

Portanto, f(t) = sen t i + cos/ j + k 6 continue em t 0 = w. 
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Exe m p 1 0 2 * Verificar se a f u nc, ao 

{sent-* ■* 
i + / , f # 0 
2* + /, f = 0 
e' contlnua em f 0 = 0. 


/ sen t ■ 


Essa funcao nao £ conimua em r 0 = 0, pois lim I i + j \ - i + j 6 difcrenie de £(0) = 2 * + /* 

r-H» \ A / 

Exemplo 3: Indicar os iniervalos dc continuidade das seguintes funcoes: 

a) ?(0 = 7 7 + f 2 7; 

b) ft<l) - Inf7 + 2*. 
Temos: 

a) £{/) £ contmua em R- {0J, pois gj(f) = j 6 contmua em 1R - (0} e = t 2 € contfnua em K 

b) Como ft, (r) = \®t 6 contiitua em (0, c /i 2 (f) = 2 € conttnua em R segue que h (r } e contmua em 
(0, »). 


2-6 Curvas 
2.6.1 Definigao 

Dada urna func,ao vetorial contfaua /(f) - i + f 2 (t) j + fj(!)k, t G /, chamamos curva u lugar geome'tri- 
co dos ponlos P do cspaco que tern vetor posicao /(/)<' ^ ^ ( Vi ^ r Figura 2,4), 


Figura 2.4 

/ (/ ) e o vctor posii^Jlo umu purtkuib cm nwvimcnto. a curva C coincide com a trajetoria da particula, 

2.6.2 Exemplo 

Descrever a trajetoria L de um ponto m6vel F, cujo deslocamento e" expresso por 

/(f) = tl + i] 4- 3fc. 

Soluble i Na label a 2.1 aprescntamos os vetores posicao de alguns. pontos da trajetoria L, que pode ser visual izada na 
Figura 2.5. 


Capitulo 2 Fun^&es vetoriais 


Tabela 2A 


t 

-2 

-\ 

0 

1 

2 

7(0 

-2i -2J + 3k 

-7 - J + 3k 

3k 

7 + 7 + 3* 

27 + 27 + 3 k 



Figura 2.5 


2.7 Representa^ao Parametria de Curvas 

Sejam 



fca^oes continuas de uma variave] r, definidas para / £ [a, 

As equagBes { I ) sa*o diamadas equates paramdiricas 
4c uma curva e i € chamado parametrov 

Dadas as equates para metric as de uma curva, 
podemos obter uma equacao veiorial para da. Basta con- 
sairrar o vetor posicao r (/) de cada ponto da curva. As 
r araponcntcs de r (t) sao precisamente as coordenadas do 
porno (ver Figura 2,6). 


(1) 



Figura 2.G 
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Escrevemos 


(2) 


Qbservamos que, seas f undoes x = x (i),y — e z = sao funcocs constantes, a curva degenera-se em urn 
porta 

2.7.1 Exemplos 

Exemplo 1 : A equacao vetorial r (t) = ti + tj + ik representa uma reta, cujas equacdes parametrieas sao 

r(0 = r 
z(t) = t. 

Exemplo 2: As equaqdes parame'tricas 

x — 2 cos t 
y = 2 sen ( 
z = 3t 

representam uma curva no espaco, chamada helice circular. A equacao vetorial correspondeme € 

7{l) = 2 cos f7 + 2 sen f/ + 3f#. 
Excmplo 3: A equacao vetorial r (t) = t i + t 2 j + 3k representa uma parabola no piano z = 3. 

2.7.2 Defini^ao 

Uma curva plana 6 uma curva que esta contida em urn piano no espaco. Uma curva que nao c plana chama-se curva 
reversa. 

As ciirvas dos exemplos 1 e 3 de 2.7.1 sao plan as e a curva do Exemplo 2 de 2.7.1 e J reversa. 

2.7.3 Defini^ao 

a) Uma curva parametrizada 7(f), t E [a,b], 6 dita fechada ser(a) = 7(6). 

b) Se a cada ponto da curva corresponde urn unico valor do parameiro t (exceto quando t = aet = b), dizemos 
que a curva € simples. 

2.7.4 Exemplos 

Exemplo 1 : A Figura 2.7 nostra esbocos de curvas Fechadas simples. 




oA 


Fiqura 2.7 



Figura 2.9 

Considerando as coordenadas de A (flj, a 2 > a 3 ) que comcidem com as componentes do vetor a e considerando lam- 
bem as componentes do vetor b = {b\, h lr hj), reescrevetnos (3) como 
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2J.6 Exemplos 

Exemplo 1 : Determinar uma representac.ao paramelrica da reta que pass a pelo ponto A(2, I, -I) na dirccao do vetor 

h = 2i - 3/ + k. 

Usando (4), escrevemos 

7(0 = (2 + t -2)7 + (1 +/(-3))7 + ("I +fl)k 

= (2 + 2/)7 + (1 - 3f)7 + (-1 + f)*. 
A Figura 2, 10 nos mostra a representacao grafica desta reta. r — , b 


Figura 2.10 

Exemplo 2 : Determinar uma representacao parame'trica da reta que passa por A (2, 0, J ) e B(- 1 , 1/2, 0). 
Usando (3)* podemos escrever 

7(0 = a + tb, onde a = (2 T 0, 1) e 

A = (-l t 1/2, 0) - (2, 0, J) 
= (-3, 1/2, -I). 


?(*) = (27 + *) + ^-3i + - if) 


= (2 - 307 + i/J - (1 "OA- 


A Figura 2. 1 1 ilustra esse exemplo. 



x 

Figura 2.11 

2:7,7 Parametrizagao de uma eircunferencia 

Uma equa^ao vetorial da circunferencia de raio a, com centro na origem, no piano xy, 6 


(6) 


CapItulq 2 Fu riffles vetoriais 


Na Figura 2.12, visualizamos o para metro t, 
Q ± i m .± 2tt, que represent*! o fuigulo formado pelo eixo 
posiiivo dos .16 o vctor posi^ao de cuda ponto da curva. 

Do triangulo GAP na Figura 2, 1 2, obtemos 

x{t) = a cos ( 
y{t) = a sen f. 



Figura 2.12 


Quando a circunferencia nao cstd cenlrada na origem (ver Figura 2. 13), a equa£3o vetorial € dada por 

?(0 = ^ + ^(0 



Figura 2.13 


tr^ — Xfji + yt)j e r ? (r) - a cos t i + a sen / / T 0 ^ / ^ 2u\ 
Porta nto, ncssc caso T a equaeao vclorial 4 dada por 


(?) 


De maneira ana1oga > podemos obter uma equac,ao vetorial para uma circunfereneia com id a no piano xz ou yz, 
Tambem podemos obter uma equacao vetorial para uma circunfereneia contida em um piano paralelo a urn Jos pianos 
ooordenados, 

2.7.8 Exemplos 

Exemplo 1 I Obter equacoes parametric as da circunfereneia x* + y 2 - 6x - 4y + 4 = 0 no piano z — 3. 

Para encontrarmos o centra e o raio da circunfereneia dada, devemos conipletar os quadrados da cquac.ao 
r - y 2 - 6x - 4y + 4 = 0, 

Temos (x - 3) 2 + (y - 2) 2 = 9. 

Usando (7) T obtemos 

x(t) =3 + 3 cos / 
y(/) = 2 + 3 son ; 

z(t) = 3 0 / s 2tt, 


Calculn B - Funics ric varias variavrk inregrais multrpl&fv integrals curvih'neas t de superficie 
A Figure 2.14 ilustra esse exemplo. 



Figura 2,14 

Exemplo 2: A equacao vetorial r(f) = 2i + 3 cosrj 4- 3 sen represents uma circunferencia. Determinar a 
correspondente equ.ac.ao cartesiana. 
As equals para metric as suo 

x(t) = 2 

y(t) = 3 cos t 

z(t) = 3 sen r, Q < ! <2n 

Para delermiriar a equacao cartes iana, devemos eliminar o paramelro t 

Elevaudo ao quadrado cada uma das duns ultimas equuedes e SOmarido-as. obfemos 

y 2 + z 2 = 9 cos 2 / + 9 sen 2 / 
= 9 (cos 2 / + sen 2 /) 
- 9. 

Portanto, a circunferencia e° dada pela imerseccao de y 2 + z 2 = 9 e J = 2, 

2.7.9 Parametnza^ao de uma elipse 

Uma equacao velaria! de uma elipse, no piano jr>\ com centro na origem e eixos rtas dire^oes x e y (ver Figura 2. 15} e 


r (t) - a COS ti + b sen / 


(8) 


• 




■H t 0 


4 



Figura 2.15 


CapItulo 2 Fun^oes vetoriais 


Consideramos urn porno P(x(t), y(r)) da eurva. Trac.amos um arco de circunfereneia de raio a, e ouiro de raio b, 
. - vVnrntdoK n:t oriprm. 

Marcamos, respectivamente, sobre esses arcos os pontes A de abscissa x e B de ordenada y. Pode-se verificar que 
os pontes >IJea origem estlc em uma mesma reta, O paramctro / representa o Ingulo que essa reta faz com o eixo 
positivo das x. 

Do triangulo retanguio ON A, obtemos x - a cos I, e do tri&ngnio retangulo OMB, y - b sen t 
Se a elipse estiver centrada em {x 0 , y 0 ) e seus eixos forem paralelos aos eixos coordenados (ver Figura 2.16), sua 
equacao vetorial e 

oode ^ = x 0 * + >ti ; e ^ (0 = a cos ti + & sen f / , 0 £ r s 2w. 

Assim, 

7(0 - (.i- 0 ■ flow/)? J (jKi ■ &seiw)7 0 < f < 2w (9) 



Figura 2.16 

2,7.10 Exempfos 

Exemplo 1 : Escnever uma equacfe vetorial da el ipse 9x 2 + 4y 2 — 36, no piano xy\ 

x 2 y 2 

Podemos reescrever 9x z + Ay 2 = 36 como — + — = 1. Dessa forma, usaiido (8), escrevemos 

r (0 = 2 cos f7 + 3 sen r/> 0 ^ ' - ^ 

txcmplo 2 : Escrever uma equacao vetorial para a elipse da Figura 2. 17. 

Na Figura 2. 17, observamos que o eixo maior da elipse e~ paralelo ao eixo dos x e mede 6 unidades. O eixo menor 
c paralelo ao eixo dos y e mede 4 unidades. 

O centro da elipse 6 o ponto (2, !)♦ Fortanto* a equacao cartesiana da elipse e 

{x - 2) 2 (y - l) z 
9 4 

Suas equacoes parametricas sao: 

jr(f) = 2 + 3 cos / 
y(f) = 1 + 2senr 
Z(() = 0, 0 ^ t ^ 2ir. 



Figura 2.17 

e, entto, a ecjua^ao vetorial 6 

r(t) = (2 + 3«Kf)7 + (1 + 2senf)£ 0 ^ J £ 2n. 


2.7.11 Parametrizacjjo de uma helice circular 

A he I ice circular <5 uma curva re versa. Ela se desenvolve sobre a superficie ciMhdiica x 2 + y 2 = a\ Esse fato pode 
ser visualkado como segue. 

Considercmos pane da superficie cilmdrica x 2 + y 2 = &% como na Figura 2,18. 



Figura 2,18 


Enrolemos a volta da superficie urn tnaugulo rctanguio flexiVcl ABC de modo que A seja o porno (a, 0, 0) e que o 
lado AR se enrole sobre a secao do cilindro no piano xy. A hapoienusa AC determine entao. sobre a superficie cilindri- 
ca, uma curva chamada h^licc circular 

Para parametrizar a helice, consideremos urn ponto P(x, y y z) da helice cuja projecao no piano xy 6Q.0 panto P se 
originou do correspondente ponto M sobre a hipotenusa AC. A projecao de M4 Nz obviamente PQ = MN, Temos 
ainda AN - AQ - at. 

Dessa forma, escrevemos 

x(t) — a cos ( 
y(t) = tt sen t 

z(t) = PQ = ANtgd = at tgfc 


onde $ € o angulo agudo BAQ 


C a p I t u l o z Furtcdes vetoriais 


Podemos fa/er tg 8 = we escrever a equacSo vetorial da h&ice circular como: 

^■■,....'...7.(li.^.A.fiE«LU. rhiLSei U fc. ^ (10) 

Observamos que { 1 0) representa a equacao da h&iec esbocada na Figura 2. 1 8 e, ponanto. m > 0. Sua forma lembra 
um parafuso de rosea a direita. Poderfamos, de maneira analoga, encontmr a equacjo vetorial de uma belice onde m < Q, 
cuja forma lembra urn parafuso de rosea a esqaerda (ver Figura 2,19), 



Figura 2.19 


2,7.12 Exemplo 


Rcprescnlar graficamente a helice circular r (f) = cos I i + sen tj + ik para 0 ^ r ^ 3*r. 
Ja sabemos que a helice circular dada nesse exemplo se desenvolvc no cilindro x 2 + y 2 = 1. 
Podcmos tabelar alguns pontos convenientemente (ver Tabela 2.2 j e esbocar a curva (ver Figura 2.20), 


Tabela 2.2 


r 

7(f) 

0 

(1,0,0) 

tt/4 

(V2/2 t V2/2,ir/4) 

w/2 

(0, l,ir/2) 

7T 

(-1,0, IF) 

3tt/2 

(0, - l,37r/2) 

2tt 

(1,0, 2ir) 

3ir 

(-1,0, 3u) 



Figura 2.20 

2.7.13 Parametrizaeao de uma eicloide 

A eicloide e uma curva que surgiu para solucionar dois problemas famosos: 

I) A determinaciio da forma de urn cabo, de um ponto Aatitn ponto abaixo B, eomo mostra a Figura 2.2l T tal 
que uma bolinha sem atrito, solta em um ponto P entre AeB sobre o cabo, gaste o mesmo tempo para alcancar 
fl, quatqucr que seja a posit; at) d lt P. 


Cilculo B - Fimcoes de varias variavefc, integrals muliiplas^ inicrgrais tuTvilrneas c de superfkie 


Figura 2.21 

2) A determinaeao de urn tinico cabo que liga A a B, ao longo do qua! uma bolinha eseorrcgarsi de A a if no menor 
tempo possfvel. 

Esses problemas sio resolvidos, eonsiderando-se o cabo com a forma de meio arco de uma cicloide. 

A cidoidc pode ser descrita peJo movimento do ponto P(0, 0) de urn cfrculo de ruio a, centrado em (0 T a) f quando 
o cfrculo gira sobre o eixo dos x (ver Figura 2.22). 

Quando 0 cfrculo gira um angulo seu cenlro se move um comprimento OT. Na Figura 2.22 temos 
Of - TP = at, CT = a, CA = a cosf e ~AP - a sen/. 



Figura 2,22 

Portanto, as coordenadas dc P sao 

x = Of - AP = at - a sen t = a(t - sen f ) 


y = AT = CT-AC = a- a cost = a(\ - cost). 
Essas equacoes sao vdlidas para qualquer P. Logo, a equacao vetorial da cicl6ide 6 



(11) 


Quando I varia de 0 a 2tt obtemos o primeiro arco da cicl6ide, 

2,7,14 Exemplo 

Escrever a equacao vetorial da curva descrita pelo movimento de uma cabeca de prego em um pneu de um carro 
que se move em linha reta, se o raio do pneu 6 25 cm. 

Supondo que a cabega do prego se enconrre local izada no pneu no ponto P, conforme a Figura 2.22, sua irajetdria 
€ uma cidtiide. 

Usando (11), temos que 

r (r) = 25{f - sen i) i + 25(1 - COS/) / . 


2.7 J 5 Parametrizagao de uma hipocicloide 

Uma hipocicloide £ a curva descrita pelo movimento de um ponto fixo P, de um cfrculo de raio fr, que gira dentro 
de um cfrculo fixo de raio a. a> b (ver Figura 2.23), 

Suponhamos que, inicialmentc, o cfrculo de raio b tangeticie o cfrculo dc raio a no ponto {a, 0) e que o ponto P seja 
esse ponto de sangencia. 


CapItulo 2 Funics veloriais 39 


Para paramelrizar a curva, vamos analisar a Figura 2.24, onde demarcamos o ponto P quaudo o ponto de tangSncia 
los dois cfoculos € T. 




Figura 2.23 


Figura 2.24 


Pela consmicao da curva, tenuis que o* areos AT c PT sao iguais, 
Fortanto, 


at = bote assim a = — I, 
h 


Voc outro lado, como j0 = PCD, segue que 

J3 = a - f 
a - !j f 

Qoeremos determinar as coordenadas jr{/) e do ponto P. Temos 
jr = OB + Mf 
- (a - &)cosf + 

= (a - &)cosf + I? cos ^ ^ r; 


= 

= BC-CN 

= (a - 6)sen * - b sen j3 

= (a - b) sen I - b sen ^ a ^ *. 


Cakulo B - Funics tic varias varftveis, integrals multiplas, integrals curvilineas e de superfine 
Portanro, as equacoes parametricas da hipocicldide sao 


x(t) — (o — f>) cos* + 6 COS 
y[t) ~ (a - ft) sen t — b sen 

A equacao vetoria! cotrespoiidenre 6 


b 

(a - b) 


(12) 



(13) 


Os cuspides ocorrem nos pontos onde o ponto de tangencia dos dois cfrculos £ o ponto P. Portanto, oconrem quando 

at = n ■ 2irh, n = 0, I, 2 S 

t ^ n- 2n-,n - 0, 1, 2, .... 
a 

Um caso particular muiro usado £ o da hipocicldide de quatro cuspides (ver Figura 2.25) que 6 obtida fazendo b = — \ 
a 

Subsriruindo o valor de b — - em (12), obtemos 

j: = j (3cosf + cos 30 

y = 7 (3 sen f — sen 3t ). 
4 



Usando as fela^oes trigonom^rricas 


Figura 2.25 

cos 3/ = 4 cos 3 f - 3cosr 
sen 3r = 3 sen / - 4 sen 3 /, 


Ofuuio 2 FuncGes vetoriais 


Assim, uma equacao vetoriaJ da hipocicloide da Figura 2.24 e' dada por 

r{i) a cos-// - uscnv/*' £ J). 2-j. (15) 
Eliminando o parametro / das equacoes (14). obtemos a equacao cartesiana dessa hipotidoide, que £ dada por 


(16) 


2,7.16 Exemplo 

Dada x 2 ^ + y 2 P — 2, encontrar uma equacao vetoriaJ dessa hipocicloide. 
Usandu a equacao (16), ubicmos. 

a^ = 2 
ou a = 2 V5 

POrtanto, uiilizando a equacao (15), obtemos a equacao vetoriaJ 

?(/) = 2V2cos 3 /T + 2V2sen 3 /7- 

2-7,17 Parametrizagao de outras curvas 

Como vimos ua Seclo 2.7, uma curva podc ser representada por equacoes parametricas ou por uma equacao vetori- 
m. Edstcm outras formas de representacao de uma curva. Por exempJo, 0 grafieo de uma funcao contmua y = f{x) re- 
^sema uma Curva nt> piano xy. A inter sweat) dc duas superiTdL't rupreseiiia, cm rctjiI, uma curva im pkinu tui ru> cspucd. 

A seguir. encontraremos uma representacao paraine'trica para algumas curvas dad as como interseccao de duas 
■perricic^. A paiiir dc uma reprcscntac.ao paraine'trica tambdrn obteremos a representacao gTafica dc algumas curvas. 

2.7.18 Exemplos 

p i 0 1 Kserever uma eqinicao veto rial para y 5.v ' .1 no piano z ~ 1. 
A curva C que queremos parametrizar 6 a interseccao dos pianos y = 5jc + 3 e z = 2. 
Fazemos 

*(0 - 1 

y(/) = 5/ + 3 
l{t) = 2, 


r{t) = ti + (5/ + 3)/ + 2k. 

Qbservamos que easa parametrizacao nao e* tinica. Tambem poderiamos ter feito, por exemplo, 

x{t) = 2/ + 1 
y(l) -5(2f + 1) +3 
*(0 = 2, 


7(0 - (2t + 1)7 + {10/ + 8)7 + 2k. 



Calculo B - Func&es de varias variaveis, integrals muliiplas, integrals curvilincas c dc supCTFTric 


ExempTo 2: A interseccao entre superficies z = x 2 + y 2 ez = 2 + y determina uma curva. Escrcvcr uma equacao 
vetorial dessa curva. 

A Figura 2,26 mosira um esboco da curva. Para parajnctri?J-Ia, observamos que x e y devem satisfazer a equacao 

2 + y = x 2 + y 2 
ou x 2 + v 2 — v — 2 

ou ainda j- + f y — - 




Figura 2*26 


z ■ 2 # y 


que d uma circunferencia dc raio — c centra ( 0, - J, Essa circunferencia € a projecao da curva sobre o piano xy. Fazemos 


x - - cos/ 
1 3 

J? = - + - sen*, f E [0, 2w], 


2 2 

Substituindo o valor de v na equacao z = 2 + y\ obtemos 


2 = 2 + i + | sen f. 


Portanio, 


r(f) = | cos/7 + (~ + | sen ^/ + (f + | sen ')*> ' G [ft 2?\ 


Exemplo 3 ; Representor parametricamenie a curva dada pela intersec^Io das superficies x + y = 2ex 2 + y 2 + z 2 
Kx + y). 

A Figura 227 mostra um esboco da curva. 

Nesse ejtemplo t £ convenience projciar :i nm;i no piano yz ou no piano xz. 


CAPiruLo a Fgncoes vetoriais 




Figura 2.27 

Projetando no piano yz, temos 

(2 - yf + y 2 + z 2 = 2 ■ 2 
4 - 4y + y 1 + y 1 + z 1 = 4 

Logo, a elipse (>■ - 0 2 + "^T = * rcprcscnia cssa proje^So, 
Usando (9) t ternos 

y(0 = 1 + cos/ 
40 =V2sen/ J /€(0,27r]. 
Substituindo o valor de y em * + y = 2, encontiamos 

x(t) = 2 - (1 + cosf) = 1 - cosr. 

Dessa forma, 

7(0 = (1 - cosO? + (1 + cos07 + VSsenfA, / € [0,2ir], 
wcqua^ao vctorial pedida. 

plo 4: Reprcsentar graficamente as curvas C dadas por: 

{z)J{t)=tl + t~j-{t 2 -A)k (b) J{x> = r 2 7 + f 2 / + 3^ 
(c) h(t) = 2 cos/7 + 2 sen / ; + 5^ . 

2 


a) Nesse caso, a curva Cpode ser esbo^ada por meio da interscecjo de superficies. Basta observar que os pon- 
tes de P(x{t), yiO* ziOX t6m coordenadas 

m = t 

y(t) = i 
z(i) - 4 - r 2 . 
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Eliminando t. obtemos as superficies y = jcez = 4 — jr 2 , cuja interseccao nos fornece a curva C (ver Figura 2. 



Figura 2.29 

(c) Temos 

x(t) = 2 cos t 
y(t) = 2 sen / 
z(t) = 5. 

Para eliminar /, elevamos ambos os membros das duas primeiras equa^oes ao quadrado. Tcmos 

x 2 = 4 cos 2 / 
y 2 = 4sen J f. 

Somando essas exprcssdes termo a lermo, vem 


CapItuio 2 Funics vtloriais 


x 2 + y 2 = 4cos 2 f + 4serrr 
= 4(cos 2 f + sen 2 /) 
= 4, 

Logo* a curva C e dada pela intersecc,ao de .r 2 + y 2 — 4 e z — 5 (ver Figuru 2.30). 



Exercicios 

A posicao de uma partfcula no piano xy, no tempo i, 
c dada por x(t) — e\ yit) = ie\ 

screver a funfio veronal /(f) que descreve o 
movimento dessa partfcula. 

Oxide se encontrara" a partfcula em t = Oe em 
/ = 2? 

0 movimento de um besouro que desliza sobre a 
snperficie de uma lagoa node ser express© pela fungao 
wtorial 

. 1 - cosf ■* A t — sen A- 

fto—z-'+K**—;-)'- 

oade me'a massa do besouro. Deter minar a postclo 
4o besouro no instante t = 0 e t — ir. 

Esbocar a trajetoria de uma partfcula P, sabendo que 
kb movimento e descrito por: 

1 iw-7'+rh 7 -* >0 

r = r j ! + / + 4f 2 Jt 

H v{*) = In/7 + t] + k,t>Q 


e) m/(0 = 3 cos f i + 3 sen f / + (9 - 3 sen t)k ; 
t G [0,2ir] 

0 7(r) - tl + (9 - f)7 + > 0 

g) 7(0 = 1 7 + senfj + 2? 

h) /■ (/) - (8 - 4 sen r) / + least I + 4 sen ik, 

4. Sejam 7(0 = ~at + 6 r 2 e 

£ (t) = f i + sen t j + cos tk , com a - t + / 

e ft = 2 1 - / ; 0 < r < 2tt. 

Calcular: 

a) 7(0 + 5(0 

t>) 7(0 i(o 
c) 7(0x5(0 
dj « -7(0 + S * g(o 

e) 7C- 1) + ?(' + !)> 
5* Uma partfcula se desloca no espac,o. Em cada instante 
t o seu vetor posicao i dado por 

7(0 = ^ 4 Y^i ! + * L 


CSIcub B - Funics de virias variaveis, integrals multiplas, integrals curvilineas e de superficie 


a) Determinar a posicao da panic til a no i list ante 
/ = Qe / = 1. 

b) Esbofar a irajetdna da particula. 

c) Quando / se aproxtma de % o que ocorre com a 
posicao da particula? 

6. Sejam /(/) = ti + 2t 2 J + 3t 3 k e 

5(0 = 2/7 + 7 - 3/ 2 ^, t > 0. 
Calcular: 

a) Bm[/(0 + J<0] W lim[/(0 - g(t)] 
c) to[a?(0-jSw]d) lim[/(0-|(0] 
e) lim[/(0xj(0] f) lim[0 + 1)7(0] 
g) lim [/(0 **(/)} 

7. Seja /(0 =«en/ i + cos / / +2fc e h{t) = 1/f". 
Calcular, se existir, cada um do* seguintes limitcs: 

a) lim 7(0 b) lim[A(/) -7(0] 

8. Calcular os seguintes limites de funcdes vetoriais de 
uma variaVeL 

a) lim (cos /i + t 2 j - 5k) 

, ,. f + 4r 2 + 4f t A 

b) lim I — — i + j I 

r-- 2 V(f + 2)(r - 3) V 

c) l^7^2[ (f2 ~ 4)7 + <' _2 >7] 

d) lim ["T^p + ( f " !>7 + (' + O*] 


e) lim - -7 + (2 1 - I)/ + tk 


9. Mustrar que o I i mite do modulo de uma func.ao veto- 
rial e igual ao mddulo do seu 1 unite, se este ultimo 
cxisiir. 

10, Mostrar que a funcao vetorial 

7(0 =/i(o7 + / 2 (o7 + /i(o* 

e" continua em um intervalo / se T e somente se, as 
f undoes reals MO-MO e M0 continuas em /. 


11. Calcular o I i mite e anatisar a eontinuidade das fun- 
goes vetoriais dadas, nos pontos indication. 

a) /(f) - f - 3 

(a / = 3 

em r = 0 e t = 3, 


b) /(0 
an 0 


t sen - 7 + cos r 7i ' * 0 
/ 


/, f = 0 



7(0 


em/ 

d) 

7(0 


em / 

e) 


7(0 

■C 


/ I + ■ 
Vi7, 


// + 2 - V2 
f = 0 


j, / # 0 


2 -> 4 ^ 

* + / - 5k, / * 1 e t =t 2 

t - 1 f - 2 ' 


0, / = 1 e t = 2 
em / = 1 e l = 2. 

1 2. Ifldicar os intervalos de eontinuidade das seguintes 
funcdes vetoriais: 

&) / (') = a sen f + 6 cos t em [0, 2tt] onde 
a - i e b — i + / 

b) g(0 =7^+ 1)7 + *^ 

c) A(/) = e"' / + In// + eos2r£ 

d) v(/) = (\n(t + 1), i /j 

e) w(0 = (sen/, tg/, <? r ) 

1 3. I J rovar os iiens (a) t (b) e (c) das propriedades 2.5.3. 

1 4. Sejam /eg funcoes vetoriais continues ei^ um 
intervalo Mostrar que: 


C a p i t u i o 2 Fu n^6es vetoriais 


a) / + g e contmua em /. 

b) / X g 6 contmua em /. 

15* Esbocar o grifieo da curva descrita por um porito 
mdvel P(x, y), quando o parainelro r varia no interva- 
le dado. Deter minar a equacao cartesiana da curva em 
cada mm dos itens: 

a) x = 2 cos J 

y = 2 sen /, 0 < t < 2tt 

b) x = 4 cos / 
y - 4 sen t 

Z-2, 0 ^ t < 2ir 

c) jc = 2 + 4 sen t 

y = 3 - 2 cos r t 0 < t ^ 2tt 

d) x = / + 1 
y = f 2 + 4 

z = 2, -oo < * < +oc L 

16. Obtcr a equacao cartes iana das set; unites eurvas: 

a) 7(l)«Q«,3f + s) 

b) 7(0 = (f - l,r 2 - 2i + 2) 

c) 7(0 = (s 2 - l,* 3 + 1,2), 

1 7. Determinar o centro e o raio das segui rites circunfe- 
rencias e depois escrever uma equacao vetorial para 
cada uma. 

a) x 1 + y 1 - 2x + 5y - 3 = 0 

b) x 2 + y 7 - 6* + 8y = 0 

c) jr 3 + y 7 + 5y - 2 = 0 

18* Idemificar as curvas a seguir e parametrizA-las. 
Esbocar o sen graTico, 

a) 2x ? + 2y 2 + 5jc + 2y - 3 - 0 

b) 2* 2 + 5y 2 - 6x - 2y + 4 = 0 

c) x 2 + 2y 2 - 4x -2y = 0 

d) x 2 - 8y + 4 = 0 

e) y ~ = 0. *> 1 

x - 1 

19. Veriflcar que a curva 

r (t) - 3 eosh ti + 5 senb t / 

e a melade de uma hipeYbolc. Encontrar a equac&o 
cartesiana. 


20. DclL-rniinar uma represen[ac.ao parame'trica da rem 
que passa peio ponto A, na direcao do vetor h, onde 

a) yl^i 5 i 2^e 6 = 2? - ] 

b) A«X 2) e b = 5i - ~j 

c) 4(-l,2,0)e6 - 57 - 2/ + sit 

d) A(V2,2,V3) e 6 = 5? - 3k. 

21. iX-Lenmnar tuna rqiivseHiac/iiJ parame'trica da reta 
que passa pelos pontes A e B r sendo; 

a) A(2,0, l)cB(-3,4,0) 

b) A(5, -1, -2)eW.0,2) 

c) ^V2 t l,^eB(-7,2,9) 

d) ^,^3^5(^-1,2) 

22. Deierminar uma represent acao parametric a da reta 
representada por: 

a) y = 5x - 1, z = 2 

b) 2x - 5y + 4z = U 3jt - 2y - 5z = 1 

c) 2x - 5y + z = 4, y - x = 4, 

23. Encontrar uma equacao vetorial das segui rites curvas: 

a) * 2 + y 2 = 4, z = 4 

b) y = 2x 2 t z = jc 3 

c) 2{jc + I) 2 + / = 10, z = 2 

d) y = x i/2 , z = 2 

e) jc = e y , z = e* 

f) y = jc, ^ = jr 2 + y 2 

g) Segmento de reta de A(2 t I h 2) a fl(- 1 , 1 1 3) 

h) Segmento de reta de C(0. 0, ])aD(],0, 0) 
t) Parabola y = ± Vx t 0<^< 1 

j) Segmento de reta de ,4(1. -2, 3) a5(-l, 0 r - 1) 

k) y = ac 3 - 7jc 2 + 3* - 2, 0 < jv < 3 

1) x + y + z = 1 T z = x - 2y 

m) x 2 + y 2 = 1, z = 2x - 2y 

n) x 2 -I- y 2 + z 2 = 2y, z = y 

o) Segmento de reta de £(3, 3, -2) a F(4 f 5 t -2). 


Calculo B - Func5es de van 35 variaveK, Integra k rrmliipfas. integrate ciiTviliru^s i- ck- superficie 


2.9 Derivada 
2.9.1 Defrnigao 

Seja / (f ) uma funcio vetoriaK Sua derivada € uma func,ao vetorial f'(t), definida por 

A0-Bm ?(, + *>-*° . 

para todo t, tal que o Hmite existe. Se a derivada /'(f) existe em todos os pontos de urn intervalo /, dizemos que / < 
derivatvel em /. 

5e/(f) ± fi(t)7 + f 2 (ty} + &tf)k t temos 


A; 


/ + 


Purtanto, pela proposicao 2.5.2, segue que / e derivdvel cm um ponto f se, e somente se. as Ires f undoes reais fi(t) 
* /j(0 e /jr(0 Si? * 0 derivaveis em r. Nesse caso t temos 

/ r (o = //<o7 + £(o7 + / 3 '(o*. 

2.9.2 Exemplos 

Exemplo 1: Se/(f) =t 2 i + cos t j + (5t - l)k. temos 

/'(/) - 2f 1 - sent/ + 5fc. 
Exemplo 2: Se |{f) = (2t - 3) 3 i + temos que 

g'(t) = 6(2/ - 3) 2 7 - Se 

2.9.3 Interpreta^ao geometrica da derivada 

Scja /(f) uma fun^o vetorial derivavel em um intervalo /. Quando f percorre /, a extremidade livre do vetor /(f) 
descreve uma curva C no espago. 

Para cada t G I,f(t) € 0 vetor posigio do correspondente ponto sob re a curva (ver Figura 2.31), 



Figura 2*31 


Capitulo 2 Purines vetoriais 


Sejam P e Q as pantos de C correspondentes aos vetores posicao / (/) e f(t + A/), respecrivamente. A reta que 

issa por PeQe secante k curva Ceo vetor A/ — / (r + A:) — f(t) coincide com o segmento PQ (ver Figura 232), 

A? 

oroo Ar e" escalar, ^ tem a mesma direcaa do segmento PQ. 




Figtira 232 

Quando Ar — Q (Q -*■ J 3 ), a reta secante se aproxima da reta tangente a curva CemP (ver Figura 2,33). 



Figura 2.33 

Assim, se /'(f) ± 0 5 /'(/) £ urn vetor tfingente a curva C. Seu seitMdo 6 o do movimento da extremidade livre do 
waoe f (t) ao crcsccr f. 

2.9.4 ExempJos 

Exemplo 1 : Dada /(O = f * + r ? ;\ determiner /'(f). Esbocar a curva C descrita por / e os vetores tangentes 
»). /'(-!) ef(0). 

Temos/'(0 = 7 + 2// 

A Figura 2,34 mostra a curva C t onde desenhamos os vetores 

f (1) = 7 + 2/,/' C-l) = 7- 27e/'(0) = I 
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Observamos que o vetor /'(l) tem origem no ponto (J, 1) jd que esse ponto da curva C corresponde ao valor de 
t = 1- Da mesma forma, /'( - 1) tem origem no ponto (-1, I), e/'{0), no ponto (0 t 0). 


1 y 

A, 



X 


Fig ura 2.34 


Exemplo 2; Determinar urn vetor tangentc a eurva C + descrita pda cquacao vetorial g{t) = cos* i + sen tj + it, 
r £ [G,2tt] t no ponto P(0, l t 1). 
Temos 

£ r (f } = - sen (i + cost j\ 

Necessitamos do valor de g'(t) no ponto P. Para isso, precisamos determinar o correspond&iite valor de Como o 
vetor posi^to MP6 j + r deve satisfazer 

cosfi + sen f / + k = j + k. 



Figura 2.35 


Cap/tuco 2 Funics vcloriais 


2.9.5 Interpreta^ao fisica da derivada 

Considcrcmos uma parucula em movimento no espac,o. Suponhainos que, no tempo r, r(t) 60 vetor posicj&o da 
rtfcuia com rdac,ao a urn sistema de coordenadas cartesian as. Ao variar t. a extremidade livre do vetor r (f ) descreve 
a trajetoria C da particuJa. 

Suponhaittrt* que a particula esleja em P 110 tempo / e em Q no tempo r 4- ir Entao A r — r (f + Af) - r (t) 
enta o deslocamento da particula de P para Q, ocorrido no intervalo de tempo A/ (ver Figura 2.36). 
A iaxa media de variagao de r (:) no intervalo ll e* dada por 

7(t + AQ - 7 (f) 
At 

etamada velocidade mMa da particula no intervalo de tempo Af< A velocidade instan tinea da particula no tempo r, 
; denotantos v(t),6 defmida pclo 3 i mite 


v(t) = lim 


A; 


Bdo esse I i mite existe. 


Figura 2,36 

r.r^n'.:. quando r(t) c dcrivHvd, .3 Ydocul;nk insEiiiitaiicii da parliL-ulu l : dada pur 

ente, se v (t) e derivavel, a aceleracjo da particula e dada por 
a(t) = 7(t% 


Exemplos 

1 : 0 vetor posicao de uma particula em movimento no piano € 


a) Dctcrminar 0 vetor velocidade e o vetor aeeleracao em um instante qualquer t. 

b) Esboc,ar a trajetoria da particula. dcscnhando os vclorcs velocidade no tempo 1 - 0 e / = L 
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(a) Em um instante qualquer t, o vetor velocidade 6 dado par: 
v (0 = ?(t) = 7 +■ 


(1 + *) 


O vetor actilera^ilo tl ; o vetor 

2 -r 

(b) No instante f - 0, os vetores velocidade e aceleracjo, rcspectivamente, sao dados port 
Para / = l t temas v(0) = t - / e a(0) =2; 


7(1) 


A Figura 2.37 mostra a trajetoria da particula Os vetores v (0) e a (0) cstiio desenhados com origem no ponto 

P{0, 1) porque no instante t = 0 o vetor posifao da particula £ 7(0) - /, Como 7(1) = i + ~ / , os vetores 7(1) e 
a (1) ilm sua origcra no ponto 0(1, 1/2). 



Figura 2.37 

Excmplo 2 : Determinar o vetor velocidade e o velor aceleracao de uma particula que se move segundo a lei 

7(f) = cos 2/ 1 + sen2r/ + fc. 

Mostrar que o vetor velocidade e* perpendicular ao vetor posicao e que o vetor aceleracao <£ perpendicular ao vetor 
velocidade. 

Temos 

v(0 = ?(,) 

= -2 sen 2(1 + 2 cos 2? 7 

e a(t) = = -4 cos 2/ 1 - 4 sen 2f / . 

Sabemos que dois vetores sao perpendiculares se o seu produto escalar e nulo. Temos 

7(f) - v(r) = (cos 2t I + sen2fy + /c) ■ (-2 sen 2*7 + 2cos2f/ + Ok) 
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= -2 sen2rcos2f 4- 2 sen 2t cos2f + 0 
= 0 

v(t) - a(t) = {-2sen2r i + 2cos2//) - (-4cos/2n - 4 sen 2j / ) 
= 3 sen 2rcos2f - 8 sen 2rco$2r 
= 0. 

Portanto. o vetor r (f) e perpendicular ao vetor v (/), e v(f) 6 perpendicular a a (r), (Ver Figura 238.) 



Fit) ura 2.38 

As REGRAS DE DERIVAC^AO de fungoes vetoriais sao simi lares as de fimcdcs reais> Temos a seguinte 

.7 Proposed 

Sejam f(t)e g(t) forgoes vetoriais e A(f) uma funijao real, derivdveis em um intervab /, Entao, para todo i E /, 

p (?« + ?«)'=/'« + 

I (7(0 ■ - /'(o ■ ?w + 7w ■ ?w 

I (7(0 x ?(o)' = /' (0 x ?(0 + 7(0 x ?(o 

do item (c): 
Sejam 

f(ty=mj+M)j+fM* e 

g(0 = gi(0? + &(r)7 + &(0*- Enta °< 

7(0 ■ i(o - /,<o&(o + / a <o&(o + /ko&w 

Como / (f) e £ (0 sao derivaveis no intervalo J t o mcsmo ocorre com as fungoes f^^h* £i» £2 e £i> Usando as 
da derivacao da soma e do produto de funcfcs reais, vem; 
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(7(0 > Imy = [mosiO) + / 2 (o&(o + /3(o&(<)]' 

= C/UOftM)' + (/ 2 (0&(0) H + &(0&(0)' 

=fi (Og,<0 + W)g[{t)+f' 2 (r)g 2 (0 + / 2 (0g 2 (0 +/ 3 '(0fo<0 + fi(*)«30)> 

= y;(0fc(0 +/ 2 '(Og 2 (o + /;(o&<o] + lmo*;<o + £<<)*£(<) + &(0«i<oi 

= /'(0*£(0 + ?(0'?(0. 

2.9.8 Derivadas sucessivas 

Seja / (J) uma funsjao veronal derivavcl cm urn inlervulu / Sua dcrivada /'(/) c una fuucao velorial definida em 
/, Se /'(l) £ deriv&vd em uiti ponto i£/,a sua derivada 6 chamada derivada seguuda de / no ponio / e 6 represenia- 
dapor /"(/), 

Analogamente, sao definidas as derivadas de ordem mais alta. 

2.9.9 Exemplos 

Exemplo 1 : Sejam h{t) = ref (t) = cost i + sen tj. 

a) Determinar (ft (/ ) / ( t ) ) *. 

b) Mosirar que f'(t) € ortogoxial a /(f). 

(a) Pela proposicao 2.9.7, temos que 

(ti(i)f(t))' = [/(cost? + senf/)]' 

= /(cos/f + sen t /)' + (f)'(cos/ i + senr/) 
= /(-sen i i + cos tj ) + (cos/ i + sen / / ) 
- (cosf - / sen t) i + (sen f + /cosf) ; 

(b) Para que /(/) e /'(f) sejam ortogonais, devenios ter 

Temos 

7(0 * /'(0 = (cosr/ + sen f/) * (-sen// + cos//) 
- — cosf sen r + sen / cos/ 

Excm pfo 2 : Mosirar que /' (r ) 6 ortogonal a / (l ) serapre que | / (f ) | e* uma constante. 

Como | /(f) | = k,k constant, c \f(f) \ = V/{/) ■ /(/), temos que / (0 ■ /(/) = k\ para todo f. 
Derivando, vem 

[7(0 7(0]' = o 
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7(0 - no + no*?M = o 

2/(0 ■/■<i)=0 

/(0'/'(o = o 

Logo, os veiores /(f) € /'(f) sac ortogottais. 


2.10 Curva s Suaves 

l ma curva pode ter pontes angulosos. Vejamos dois exemplos, 

Eaemplo T: Seja r(r) ~ t 2 l + f -1 s= / < 1. 

A Rgura 2.39 mostra essa curva. O ponto (0, 0), correspondente a f = 0, £ um ponto anguloso. Observamos que 
P<0) = 0. 

Exemplo 2: Seja r (r) = 4 - 4 \ 

Figura 2.40 T temos um esbogo dessa cum, Podemos observer que o ponto (1, 1)» correspondente a r = 1 , e" um 
anguloso e que a derivada r J (l) noo exists 



1 2 


Figura 2.39 Figura 2,40 

Geometricamente, uma curva suave e caracterizada pela ausencia de pantos angulosos. Em cada um de seus pon- 
fc. a curva Icm urna tangcntC uriica que varia contiimaiticnii; tjuundo si" muvi: a cuiyji iut Y-^uva 2.41 ). 



Figura 2.41 
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Sempre que uma curva C admire uma parametrizacao 7(t), t G I C IR T que lem derivada contmua r'(t) c 
r (f ) ^ 0 , para todo t G /, C £ uma curva suave ou regular. 

Uma curva e~ suave por panes se puder ser dividida em urn numero finilo de curvas suaves. 

2.10.1 Exemplos 

a) Retas, circunferencias, ellipses, helices sao curvas suaves. 

b) As curvas dos exemplos 1 c 2 da Sec. So 2,10 sao curvas suaves por partes. 

c) A cic!6ide e a hipocicltiide sao curvas suaves por partes. 

d) A Figura 2.42 mostra esbocos de curvas suaves por partes. 



Figura 2.42 


2.11 Orienta^ao de uma Curva 

Se urn ponto material desloca-se sobre uma curva suave C y temos dois possiveis sentidos de percurso, A cscolha de 
urn deles eomo sentido positivo define uma tiricrHaeao na curva C 
Vamos supor que a curva C seja representada por 

r(t) = *(f)7 + y(t)7 + z(t)1, t E >, b\ 

Convene ionamos ehamar de sentido positivo sobre C o sentido no qual a curva £ iraeada quando o paranieiro t 
cresce de a ate' b (ver Figura 2.43). O sentido oposto € chamado sentido negative sobre C 



Figura 2,43 


De acordo com nossa conve»c5o t sempre que uma curva suave C £ representada por 

7(0 = x(t)l + y(t)~j + Z {t)k, t e [a, b\ 

€ 6 urn curva orientada e o seu sentido positivo de percurso 6 o sentido de valores crescentes do parametro f. 

Se uma curva simples C £ suave por partes, podemos orienti-la, eomo mostra a Figura 2.44, orientando eada parte 
suave de C. 



Figure 2.44 


111.1 Defini<jao 

Dada urna curva orientada C, representada par 

7(0 = x(t)7 + y(f)7 + , * 6 h *t 

— C defmida coirio a curva C com orientacao oposta. A curva -C 6 dad a por 
7 "(0 = 7(a + 6 - l) 

= + £ - f)7 + y(* + ft - 07 + z( a + * - 0^> ?€[«, &1 
H1.2 Exemplos 

■■Enpio 1 : Na parumetrizacOo da reta do Exemplo 2 da Subsccao 2.7.6, o sentido positivo de percurso e do ponto 
fcf* o ponto /?, 

: : ' ~ Z 0 2: O Ni*ntxln ptKiiivo de percurso sobre itma cirCuiirereiH i:i psirumciri/aclu como na Subset do 2,7,7 c o >eti- 
■fe sfi-horario. 

D O 3: ]*LirjiniL'tri/.ar a circunf triune ia de centro rui origem 6 raio tx DO semidn btOT&rio. 
%mtc7o: Quere trios a curva -C, onde 

C: r (i) = a cos r i +■ x7 sen/y t / E [0, 2ir]. 

Ma deflnicao 8. 1 1 h temos 

-C:r"(0 = 7(0 + 2ir - 0 

= « cos (2ir - /) i + a sen (2tt - t)f* 
= a cm t i - a sen r y t € [0, 2?r]> 
A Figura 2.45 i lustra esse exemplo* 


V V 



Figure 2,45 
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Excmplo 4: Paramelrizar o segmento de reta que une o ponto A{Q f 0, 1 ) ao ponto B{ J , 2, 3), no scmidu tic A para if. 
Con (bunt a Sub.sccao 2.7,5, a reta que passa pelos pontos Ac B pode ser paramcErizada pot 

7(0 = a + r£. 

Podemos escolher o vetor posicao a = (0, 0, 1). Como queremos o segmento de reta de A para B, o vetor direqao 

HddadoporK = (1,2,3) - (0,0, 1) = (1,2,2). 
Temos, entao, 

r(f) - (0,0,1) + r(i,2,2) = (t,2t A + 2/). 

Precisamos determinar o intervalo de variacao do parametro t . 
Como o vetor poslcikj do poniO .4 6 (0, 0, ^ » a>rri.-Npnrid.jiiltj vliUk de f saiisl'a/ 

{t,2iA + 20 = (0,0,1). 

Portanto, r = 0. 
No ponto R temos 

(/, 2/, 1 + 2/) = (1, 2, 3) e, conseqiientemente, t = 1. 
Uma eqciacjo do segmento de reta que une o ponto A ao ponio B 6 dada por 
7(t) = (/,2fJ + 20, I S [0, 1} 

A Figure 2.46 i lustra esse exemplo. 



Figura 2.46 

Observamos que, sempre que queremos parametrizar um segmento de reta com oricnta^ao de A para B, podemos 

tomaro vetor a como o vetor posicSo do ponto A e o vetor diregao b como B — A. Nesse caso, o parametro / ter*i uma 
varia^ao no intervalo [0, 1], 

Sempre que nos re fe rim os a um segmento que une o ponto A ao ponto B estaremos entendendo que o sentido 6 de 
A para B. 

Ex€m plo 5 : Parametrizar o segmento de reta que une o ponto (1* 2* 3) ao ponto (0, 0, 1 ) (ver Rgura 2.47). 


A 


Figura 2.47 
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Fazemos r (t) - a + ift, onde 


Temos 


a = (1, 2 T 3) 
b = (0,0,1) - (1,2,3) 
= (-1,-2; -2). 


7(0 = (1,2,3) +/(-!, -2,-2) 

= (l-f,2-2/,3-20^G[0> 1]. 

Tambcm poderfamos ter usado o resuhado do Exemplo 4 e a definicao 2.11.1. 
Dc fato, como 

7(0 - (!,2M + 2r), 16(0,1], 
7"(0 = 7(0 + 1-0 

= (1 ~/,2(l + 2(1 -0) 

= (1 - f,2 - 2r,3 - 2/), t G [0,1]. 


2:12 CompriTnento de Arco 


Seja C uma curva dada pela equacao vetoriaJ 

7(0 = i + y(07 - z(t)t t € [a, b\ 

Vamos calcular o comprimento € de um arco AB T com t E (a. 6] r 
Seja 

Pra = f 0 < < fc« < . . . < ti- , < ti < . . . <t rt = b 
i parti^ao qua! truer de (n, 6]. Indicamos por € n o comprimento da poligonal de vertices 
i4 = P 0 = 7(M, F, = 7(r t ) B = F tt = 7(;„). 

Entao, 

2 1 7(0 - 7(f,-_ 1 )l 


0) 


Na Figura 2.48 visualizamos uma curva C, em que a poligonal foi tra^ada para n = 6. 

Iniuitivamcnte, podcmos affcmar que, se o ]jmite de t„ quando « — ► «» existe, esse I i mite define o comprimento C 
iwco AB da curva C, ou seja, 


/ = "fim 'f.ondeA,;-"!^ ; l. 


(2) 


Se a curva C £ suave, podemos eneontrar uma formula para calcular o limile de (2). Temos o seguinte teorema. 
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=it ^ t S ^ <*- b 



Figura 2.48 

2.12.1 Teorerna 

Seja C uma curva suave parometrizada por r (f), a ^ r ^ k Entao, 



(3) 

Prova: Para provarmos esse teorema, vamos utilizar o seguinte resultado cuja demonstracao scri omitida. 

"Se as f un^Ses x{t) T y{t) e z{t) sao corUfnuas no imervaJo [a, b], se P t uma pEiiticao do intervalo [a Y b\ 

(P: a = tQ< t { < . . . < , < /j | < , . . < f N = b) e r t e i { sao numeras quaisquer em ( r j _ g , / J ) > eniao 

a 

Se C e" uma curva suave em [a, 6], lemos que x = x{t), y = v(f) e z = z{t) sao fuacSes derivaveis em cada 
subintervalo [tt-^Ji] da parti$So P. Assim, peJo teorema do valor medio, existem mmieros t lt i t e ^ em lf fj) lais que 


- jr(i ( -_,) - 

Subsiiiuindo (5) em (1) e (2), obtemos 


C5) 


him Arj-*0 j _ J 


(6) 
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Usando (4), 


que e o resultado procurado. 

Se a curva C e suave por partes,, seu comprimenlo £ dado por 



€ = j\?{t)\dt + I |?(0k + ... +| l?(Ol*. 


onde [a, f S ] T [t u i 2 ], . . . , [f w _ 6] sao os subintervalos de [a, 6] uos quais a curva C 6 suave. 

2,12.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Encontrar o comprimento do arco da curva cuja equacao vetorial 6 

r (f) = t i + f 2/3 / , para 1 < f < 4. 


Temos 


?(0 -7 + |r w 7 


± (9 f 2A + 4)1/2 f -V3 


Aplicando (3), obtemos 


Essa integral pode ser resolvida por substilutcao. fazendo u = 9t 2 ^ + 4. 
Temos 


€ = || (9f 2 ^ + 4) 1/2 r^^ 
3 6 3/2 | , 
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Excmplo 2: Eticontrar o convprimento da helice circular 

7(f) = (cost, sen/,/) do ponto A{1,0, 0)aB(^l,O f tt). 

Temos que 

r'(t} = (-sen r, cosr, 1) 


lr'(f)| = Vsen 2 r + cos 2 f + 1 
-V£ 

Para A(l T 0, 0) temos r = 0 e para B(- 1 T 0 T tt) temos r = it. 
Usando (3) t obtemos 

2.12.3 Fungao comprimento de arco 

A 

Na integral t = J |r'(f)| dl, se substitmmos o limite superior b por um I i mite variavel r T * E [a. b] t a integral sc 

a 

transforma em uma lun^uo de r 
Escrevemos 

rr I ?-* . t . * 

(7) 

A funcao j - s(t) £ chamada funcao comprimento de arco e mede o comprimento de arco de C no intervalo [a, t). 

2.12.4 Exemplos 

Exemplo 1 : Escrever a funcao comprimento de arco da circunferencia de raio R. 

Vamos u&ar (7) t observando que « limite inferior de integrate a pode ser substitufdo por qualquer outro valor 
^ f 0 G [a, b]> isto e\ o ponto da curva corrcitpondcnte a x = 0 pode ser esculhido de mancira arbitraria. 

Escolhendo a — 0„ temos 

t 

s(() = ^Rdi* 
0 

= jRt,, onde usamos r (r) = Rcost i + R sen / / , 

Exemplo 2: Encontrar a fun can comprimenro de arco da helice circular 

r{t) = (2cost,2sentj). 
Vamos novamente usar (7) e escolher a = 0. Temos 
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J 2.5 Reparametrizaqao de curvas por comprimento de arco 

E convenicntc parametrizarmos algumas curvas usando como parametro o comprimento de arco s. 
¥mz reparametrizarmos uma curva suave C, dada por 

como segue: 
Mi calculamos s = .?(/), usando (7); 

encontramos a sua inversa / = t(s), 0 £ 5 5 
finalmente. reescrevemos (8) como 

h( S ) = ?(*(*)) 

- x(t(s))7 + y(t(s))~j + z(t(s))k, 0 < s < e. 

entao, que h ( v) dcscreve a mesma curva C que era dada por r (/), mas com uma nova parametrizacao, em 
ivel s, 0 ^ s S C, representa o comprimento de arco de C. 

2.6 Exemplos 

1 : Reparametri/ar pclo comprimento de arco a curva 

C: ~r(t) = (A* cos f, flsenr). 0 < f < 2tt. 
ic5o.v = jd foi calculada no Exemplo 1 da Subsecao 2.12.4. 


5 = s(t) = Rt. 


funcao 6 uma funcao linear, cuja inversa 6 


t = t(s) = — . 0 2S s ^ 2ttK. 

A 


) = r(/(») - ^/?cos ^ /?sen ^)« 0 - J - 2iri?,£ 


a reparametrizacao da circunferencia dada. 


2: Reparametri/ar pclo comprimento de arco a curva dada por 
r(r) = (e'cost, e'scn t)j ^ 0. 
calcular a funcao comprimento de arco s = s(f). 

r'(/) = (e'cosr - e'sent, e'cost + e'senr) e |r'(/)l = V^e 1 . 

r 

f = = jVi^'dr = \fi (e ! - i). 

0 

:rever 
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e eutao 

= ^^H 1 " 1 ^)' scn ( ln ^7r)) 1 2 0 

Excmplo 3 : Dada uma cun;i C representada por r (t ) , mostrar que T sc k r (r)l = l t emtio o parametro 1 4 o parametro 
rarnprimento de aura de C. 
De acordo com (7), temos 

j 

= ji;V)U' 

Como lr'(f) 1 = 1, vem 

r 

s = | rf/" = r. 

o 

O parametro f ^ o parametro comprimento de arco s, dc C. 
Excmplo 4: Vmficar que a curva 

estd parametrizada peto comprimento de arco. 
Ternos 

= L 

Portanio T a curva C dada tern coma parametro o comprimento de arco. 

Exemplo 5: Seja C uma curva suave reparametrizada yx. li> comprimcTtto de arco. Mostrar que, se C € representada 
por h entao — l r 

Temos 

h(s) = ?(r(s)). 

Usando a regra da cacfeia, vem 

= (9) 

Como J(s> 6 a Inversa de s(r) e — = lr 1 temos que 
at 

dt_ = 1 
ds \r'(t(s))\ 
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Substituindo em (9), vem 

1 


h'{s) = r'(t( S ))- — 
Portanto, 


lr f (r(*))l 


i. 


2. 1 3 Fun^oes Vetoriais de Varias Variaveis 

Como no caso das f undoes vetoriais de uma vari£vel, se / € uma funeao vetorial das variaveis x t v t z, definida em 

ma. irtmnio D C IR^ ela pode ser expressa na fonna f(x,y,z) — y, z) i + / 2 (x» y> z) j + fi(x+ y, z)k t onde 
Be /j sao funcoes escaJares defmidas em £>. 

J undoes cscalares /t^/jt e /3SI0 ehamadas componcntcs da fnncao vetorial f ou tambe'm fttncfes coordcnadas, 

Analogameme, se / £ definida em urn dominio D C 1R 2 T podemos escrever: 

2-13,1 Exemplos 

t facmplo 1 : / (jr, y, z) = xzi + xy j + 2*\/z 6 uma funeao vetorial definida em todos os pontos (je, y t z) dc IR 3 

z ^ 0. Snas '[undoes coordcnadas sao dadas por /j (x, y f z) = *z> A(*> y + z) = *y e hi*- — 2V^ r 



2: y) = * / + Vl - x* - y t j d uma funclo vetorial definida em todos os. pontos de R 2 tais que 

■= 1. Ssto e\ o dominio de / £ o circulo unitario centrado na origem. As funcoes coordenadas slo f t (x, y) = x, 
Vl - x 2 - y 1 e / 3 (*, y) = 0. 


2-14 Exerricios 

1. Determinar a derivada das seguintes funcoes vetoriais: 
> a.) f{i)= cos 3 ri + tgf; + sen 2 /A 
r b) g(r) = sen f cos// + e -2f ; 
I MO = <2 - r>7 + rV -y* 
I * 7(0 = e" r 7 + ^~ 2/ 7 + It 

I ei J(0 ~ In// +// + fit 

f) J(0 = + In (1 - / 2 )7 + 5ft. 

2f + 1 v ' 1 

i Dc'cmiinar urn vetor tangents a curva defmida pela 

' fao^Io dada no ponto indicado. 

la) /(O = P( -1,1. -1) 


b) y(0 = (r.O^O.e) 

c) A(0 = (sen t, cos / T 0,^(1,0,^/2) 

d) =(l -t,y^,P(-l,-l) 

e) 7(0 = (2f s In f t 2)^(2,0, 2) 
3. Mostrar que a curva definida por 

/(/).- (isenAj cos*, ^) 

est£ sofere a esfera unitana com centro na origem. 
Determinar urn vetor tangertte a essa curva no ponto 
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4. Determinar dois vetores unitarios, tangentes a curva 
dcfiriitla pela fuitcSo dada. no pouio indieado, 

a) 7(0 - p,e-*,fi + i);P{%i,l) 

b) = (4-r-2cosf,2 + 2senU);F(4,4,l) 

c > MO = 0f,V7Tu + l);P(l,V5,3) 
d) r (0 = (I cosi, I sen t, r); F(0, ir/2, tt/2) 

5. Determinar os vetores velocidade e aceleracao para 
qualquer instante Determinar, ainda, o m6dulo 
desses vetores no instante dado. 

a) 7(0 = 2cos*7 + 5 sen t~j +3k;t = n/4 

b) 7(f) = e'l + = In 2 

c) 7(0 - cosh ( i +3 senh tj; t = 0. 

6- A posicao de urna partfcula em movimento no plane, 
no tempo 6 dada por 

y{t) = l -{t 1 -2t + \y 

a) Escrever a funcao vetorial /(f) que descreve o 
jnovimento dessa partfcula, 

b) Determinar o vetor velocidade e o vetor acele- 
racao, 

c) Esboc,ar a trajetona da partfcula c os vetores 
velocidade e aceleracao no instante j = 5. 

7. No instante /. a posiclo de uma partfcula no espaco e' 
dada por 

x(0 = t\ y(0 = 2vff,g(0 = 4Vf\ 

a) Escrever a funcao vetorial que nos d& a trajetoria 
da particula. 

b) Determinar urn vetor tangente a (rajctona da 
partfcula no ponto P(l, 2, 4), 

c) Determinar a posicao, a velocidade e a aceleracao 
da partfcula para t = 4. 

8, Uma partfcula se move no espaco com vetor posicao 

r (0< Determinar a velocidade e a aceleraejo da 
particula em um instante t qualquer Esbocar a tra- 
jetoria da partfcula e os vetores velocidade e acelc- 
raelo para os valores indicados de t. 

a) 7(0 = /7 + 4> + (4 - t 2 )k;t - 0;2 


c) 7(0 = t 2 ~j + t*%U = 0;1 

d) 7(0 = (i- oT + (i + t)./;i = i;2 

9. Sejam a e b dois vetores constantes. Determinar o 
vetor velocidade da partfcula cujo movimento e" 
descriiu par: 

a) 7; (0 - ? + '£> 

b) 7(0 = *' 2 + tt. 

10. Se r (0 £ o vetor posicao de uma particula em movi- 
mento, mostrar que o vetor velocidade da partfcula 6 
perpendicular a r (t) . 

a) 7(/) = {cost, sen /) 

b) 7(0 = (cos3r, sen 3i) 

1 1 . Em cada um dos itens do exerefcio anterior, mostrar 
que o vetor aceleracao tern 0 sentido oposto ao do 
vetor posicao. 

12. Mostrar que, quando uma partfcula se move com 
velocidade constante, os vetores velocidade e aceie- 
racao sao ortogonais, 

1 3. Sejam a e b dois vetores constantes nao nulos. Seja 
r (0 = e* l a + e~ v b. Mostrar que r"(t) tem o 
mesmo sentido que r (t). 

14. Seja r (0 ~ 2cosvW i + 4 sen wt j , onde w 6 uma 
constante nao nula. Mostrar que 

T5. Dados f{t) = tj + t 2 k e ^(0 = < 2 ; " tk, 
determinar: 

a) (/(0xj(0)' 

b) (fW-gty)' 

c) (/(<)* 7(0)' 

16. Sc /(0 = ^ C / (0 = ( i + r 2 ;, determinar 

(/(')/('))'• 
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17. Sejam /(/ ) uma fungao real duas vezes derivavel e it 
e h votores Constances. Moslrar que se g (/) = a + 
?/(/), entaoi'(r) x^(i) = 0. 

St f £ uma funcio vetorial derivavel e 

A(?)=|/(Oi 

mostrar que 

7(0 ■ /'(') =MOA'(0- 

Esbocar as curvas segui rites, representando 0 sent i do 
positive de percurso. Obter uma parametrizacao da 
curva dada, orientada no sentido contrario. 

a) 7(/) = (2 + 3 cosM + 4 sen 0, t G [0 t 2tt] 

b) r(0 = (f t f + 2,2? + 1), / E [0, i; 

c) 7(/) = (2/ - 1,2/ + 1,4 -20, re [1,2] 

d) r(f) = (*-U 2 -2f + l),*e[-l t 2] 

e) ?{r) = (/ - sen r, 1 - cos/), r € [0, 2*r] 
D r (/) = (1 + cost, 1 + sen f T 2t), / G [0, 4w] 

g) 7(f) - (2cos 5 /,2scn J 0,f E 

Se 7(f) - (r, f", O pit] =i uxlm us iviii^ tlctLTminLiv 
todos os pontos da curva descrita por r (l ) pos quais 
o vclor (ungente C para Lei o ao vctor (4, 4,3). Existem 
alguns pontos nos quais a tangente e perpendicular a 
4, 4. 3)? 

Verificar que a curva 

7(0 = f cos/7 + f sent] +/fc,i£0 

esta sabre um cone. 
22. Verificar quais das seguintes curvas sao suaves; 

a) 7(0 = t 3 l + * 2 7*« i] 

b) 7(0 = f 3 7 +t 2 7>t<= [~ lj 

c) 7(0 = 2(f - sen t)l + 2(1 - cosf)7* 
t e [it, 3tt] 

d) 7(0 = <3cos 3 /,3sen 3 0>< 6 
e 7(0 = (2 cos /, 3 sen 0 . t e [0 t 2w]. 


23. Verificar que as equac,oes vetoriais 

r{w) - (hmv 2 ), 2 s u ^ 3 e 7(0 = (Vt T t), 
4SiS9 representam a mesma curva. 

24. Determi nar o comprimento de arco das seguintes curvas: 

a) 7(0 = (e'cos/ t e , sen/ t £ , ) t 0 S f ^ 1 

b) 7(0 = (2^2/, V6f 3 ) t O< f < 3 

c) 7(0 = tl + sen// + (1 + cosO^ 
0 < t < 2tt 

d) v = * 3 \ z = 0 de /^(O, 0, 0) a P } (4, 8, 0) 

e) x = t 3 , y = I 2 , 1 < f < 3 

f) heUice circular 7(0 = (2cosf T 4t T 2 sen 0 de 
P 0 (2,0,0)aP,(0, 277,2) 

g) um arco da cicl&ide 



7(0 

= 2(t - sen f) / + 2(1 - cosf) j 

h.l 

7(0 

- (—sen/, eos/,2) para / e [0,2w] 

i) 

7(0 

- (f sen f t f COS f ) para f G [0, it] 

j) 

7(f) 

- (3f + 1)7 + (/ + 2) / para / E [0,2] 

k) 

7(0 

= (£',*-', rV2) t /e [0,1]. 

25. Escrever 

a funcao comprimento de arco de; 

a) 

r(0 

-(in|.eai^2t) 

b) 

7(0 

= (cos 2/, sen 2t, 4) 

c) 

7(0 

= (M J ) 

d) 

7(f) 

= ^cos^f, sen^f, ^ cos 2/^ 

e) 

7(f) 

= (cos 2f t sen 2f), t E [0, it] 


hipocicldide 7(f) = (c cos 3 /, a sen J 0> 


■« 



26 + Reparaiiictri/.ssr pL-lu comprimento de arco as seguin- 
tes curvas: 

a) 7(/) = (V2cos/,V2 sen 0,' G [0. 2tt] 

b) 7(f) = (3t- l,f + 2) 

c) 7(f) = (cos2f, sen 2f T 2/) 

d) 7(/) - ^2f , | VSf 1 , f 2 ^, / E [0 f 3] 


e ) 7(f) = (e'cosr, e'sen t y e') _ v(t) 

a) Calcular o vetor « (f ) ■» * ' ondc v (f ) do 

f) r (t) = (cos 2/, sen 2f). / G |o, vetor velocidade da partfcuJa no instante 

g) hipocidfiide r(0 ^ (ff cos 3 ^a sen 3 f). 

t ^ |q *rj b) Mostiarque u{t) e — silo ortogonais, 

h) hdlice circular x = 2 cos t, y = 4/, z = 2 sen f, 29 " Escrcvef a fim £ ao Gloria] que assoria a cada ponto 

[ 1 do piano xv o triple de seu vetor posic&o. 

L 2 J 30. Escrcvcr a funcjio vetorial que associa a cada ponto 

i) -r - 1 - i, y = 2 + 2u z = 3t, / E [0, 1]. do espaco um vetor unitario corn a mesma diree&o do 

■>7 v*^g™». ™ a a > j vetor posicao e sen lido contrario. 
£/. Venncar se as curvas dadas estao parametnzudas 

pelo eomprimento de areo: 31, Dar o dominio das seguintes funedes vetoriais: 

a) ?(() = (sen^cos0,r>0 a) f (jc> y) = x f + y ~J + V 4 - J - f £ 


c) 7(f) - (2f - l t t + 2,/),/ :> 0 

d) J(s) = ( a cos a sen -,6-1, onde 

e) £(s) = (2coss,2sen j), s E [0,2w] 
0 7( 0 = ^4 cos ~, 4 sen j^, s e [0 T 8tt] 
g) F(j) - In ( j + 1) I + (~ + s *jJ, s - 0 


c) ft (*, y) = ( + y 2 , vVy, jry) 


e) qi^y) = ^,V^j 

f) u(jc^, z) = x 2 yi + yj '+ \fz k 

g) v{x, y y z) = yj + Vx + z k 


g) 7(j: 1 y\ z) = V 2 - x 2 - y 2 i 

28. Uma particula move-se no piano de modo que, no _ ^2 _ yi 7 +z fc 

instante r, sua posicao dada por 


: (0 = ^2 cos ^ 2 sen 0. 


3 



Limite e Continuidade 


Neste capftulo, os concertos de limite e continuidade sao estendi- 
dos as funcdes de duas variaveis. Inirialmcnte, sao introduzidos 
alguns conceitos basicos, como o de conjunto aberto e ponto de 
acumulacao. Hsses conceitos auxiliam no desenvolvimento formal 
das ideias prindpais do calculo diferendal das fungoes de varias 
variaveis, que seiao vistas neste e nos proximos capitulos. 

Alguns exemplos e exercicios envolvendo funeoes de tres ou ma is 
variaveis sao introduzidos com o objetivo de mostrar ao aluno 
como os conceitos estudados podem ser fa dim en te generalizados 
para os espacos 1R", n ^ 3. 

Finalmente, os conceitos de iimite e continuidade sao cstendidos 
as funcfies veto ri a is de varias variaveis, 

Observamos que, no dccorrer deste e dos proximos capitulos, a 
denominacao " Funcdes de varias variaveis"* sera usada para desig- 
nar as funeoes reais de varias variaveis, Lamb em den o mi n ad as 
funcdes escalares. 


3.1 Alguns Conceitos Basicos 
3.1.1 Definrgao 

Dados jP 0 (jt q> Vq) E IR 2 e um uumero posit ivo t; a hoiu nhcria B{ P„, r ), dc centro em P 0 u ruio r, c defmida como 
a conjunto de todos os pontos P(x, y) G JR 2 cuja distancia ate' P 0 d menor que r, isio e\ pelos pontos P(jc, y) que sa- 
em |P - P 0 | < r, 

Podemos escrever 


S(P 0 ,r) = {(x, y) £ ne\V(x - x 0 ) 2 + ( y - y^f < r}. 
Geometrieamente, B(P 0 , r) i o conjunto de todos os pontos i memos a circunferencia de centro em P a e raid r(ver 

Em \R\ a bola aberta de centro em Pq(x 0 , y^ Zq) e raio r € dada por 

B(P 0 , r) = {(x, y, z) £ 1E?|V(* - x 0 ) 2 + {y - y,) 2 + (z ~ Z») 2 < r) 
> CfCOmetricamente represent;! o comunlo diw pontos inicmos [i est era tic ccmro cm f{, c raio r {ver Figum 3.2). 



Figure 3,1 Figure 3,2 


3.1.2 Defini^o 

Seja/1 um conjunto de pomos do ]R? ou [R*. Dizemos que urn ponto F € A cum panto ifiteriordtA se existir uma 
bob aberta centrada em P comida em A. 

Se lodos os pontos / J G /! sao pontos mK-riores A. di/cmos que A e atarfo (ver Figura 3.3,). 



Figura 3.3 


Obscrvamos que um conjunto abcrto no piano ou no cspa^o serd denominado urn dominio. 

3.1.3 Exemplos 

a) F.m 1R 2 , o corijuflto dos pontos interiores a poa curva fechada simples 6 um conjunto aberto. 

b) O conjunto dos pontos interiores de um paralelepipedo, de unia esfera ou de um elipsoide sao conjuntos aber- 
tos em 1R 5 . 

c J IFt c 3 R sfu> eo nj untos abc rtos. 
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3.1.4 Oominios conexos 

Urn donumo D dc IR: oti IR* e dito conexo se. dados dois pontos quaisquer em eles podem ser ligados por uma 
fcnha poligonal contida em D. 

A Figura 3,4 mostra cxemplos de conjunlos conesos no piano. Podcmos ver que, dados dois pontos no dominie D. 
■BBpre 6 possfvel ligd-los por meio dc uma linfoa poligonal contida cm D. 



Figura 3.4 

Na Figura 3.5, representanios alguns dommios conexos em 1R\ 



W (W fc) 

Figura 3.5 


ObsEirvando a Figura 3.4, vemos que urn domfnio conexo em IR? pode apresentar 'buracos" 

Quando um domfnio D C IRr nao aprescnta buracos, isto e\ quando loda curva fechada simples C de £> circunda 

nie pontos de D> D 6 dito simples men te conexo. 

Rssim, podcmos dizcr que os domfnios reprcsentados em (a) T (b) e (c) da Figura 3,4 sao simplesmente conexos, 
:**ito os dommios representados em (d) e (e) nao sao simplesmente conexos. 
Se Dc um domfnio cm IR 1 , dizemos que D 6 simplesmente conexo quando qualquei curva fechada simples em D 
ser reduzida de maneira contfnua a um ponto qualquer de D sem sair de D. 

Os dominies neprtsc niados em (a) c (b) da Figura 3,5 sao simplesmente conexos, O domfnio representado em (c) 
Figura 3,5 nao t simplesmente conexo. 
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3,1.5 Exemptos e contra-exemplos 

a) IR 2 e JR* s5o s.imples;meiite eonexos, 

b) Em IR\ D = {{x y y)\4 < x 1 + y 2 < 16} € urn dommio cone so que nao 6 simplesmente conexo (ver 
Figura 3,6). 



Figura 3.6 


c) Em fR 2 , D - {(Xy y)[\x\ > 1} na"o e utn dommio conexo (ver Figura 3,7). 

d) 0 interior de uma esfera com urn niimero finito dc pontos removidos € urn dominio simplesmente conexo 
em IR 5 , 

c) 0 interior de urn cubo com uma diagonal removida nao e" simplesmente conexo em lR? r 




i 




-1 





Figura 3.7 


3.1.6 Defini9ao 

Seja A c IR 2 . Urn ponto P G IR 2 € dito urn ponto de fronteira de A se toda bola aberta ccntrada em P contiver pon- 
tos de A e pontes que nao estao em A. 

0 conjunlo iIl- loclos os pantos tie fnmiirira do conjunto A 6 ehamado fmnteira de A. 
Se todos os pontos da fronteira de A pertencem a A, dizemos que A e fechado. 
Observamos que cssa defimcao tamWm 6 valida para urn conjunto A C ITT, n > 2. 

3.1.7 Exemplos 

Exemplo 1 : Seja A = {(x. y) G BR? | jc > 2}. 

a) Detertninar o conjunto de pontos interiores de A, verificando $tA6 aberto. 

b) Determinar a fronteira de A. 
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Soluble de (a); Seja P(x, y) um ponto qualquer de A. Entao. jc > 2 e, assim, r = x - 2 > 0, 

A bola aberta de centro em /* e raio r esti total men te contida em A, como podemos observar na Figura 3,8, 

y 





y 




i 






Fig Lira 3.8 


Dessa forma, conduimos que todos os pontes de A sao pontes inter iores> ou seja* A € aberto. 
Solucao de (b): Observando a Figura 3,9, podemos ver que a fronteira de A £ a reta x = 2, pois: 

* qualquer bo la aberta centrada em urn ponto dessa reta, como P u por exemplo, tern pontos de A e pontos que 
nao estao em A; 

* para todos os pontos P(x, y) que estao a direita da reta x = 2 t como por exemplo, existe uma bola aberta 
de centro em P que conte'm sememe pontos de A\ 

* para todos os pontos P(x> y) que estao a esquerda da reta jt = 2, como Pj, por exemplo, existe uma boJa aber- 
ta de centro em P que contem somente pontos que nao estao em A, 
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Figura 3.9 

Exemplo 2: Seja A = {(*, y s z) G IR? | * > 0 t v > 0, z > 0}, Entao: 

• ,4 e' um conjunto aberto; 

• n fronteira de A € formada pel as partes dos pianos coordenados que delimitam o prinieiro octante. 

Exemplo 3; Seja F - {(x y y) E. W?\y 5= 2x + 1} U {(0, [>)} F nao 6 urn conjunto aberto, pois: 

• (0, 0) e F e nao 6 ponto interior de F\ 

• os pontos sobre a reta y = 2x + 1 tambem pertencem a f, mas nao sao pontos interiors de F (ver Figura 3, 1 0). 
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Figure 3.10 

3,1,8 Definite 

Seja A C IB?, Urn ponlo P' SW?6 duo XHii /wm/r> */t J iit-uwithuvti tic .-1 sc 1im1;s bola abcrta tic cent™ cm P coruj* 
ver Lima infinidade de pantos de A 

Intuitivamente, podenios dizer que /*' d um ponto de acumula^ao de A quandoexistirem poritos de A. diferenies de 
P\ que estejam tao pr<3ximos de P' quanta desejarmos. 

3/1.9 Exemplos 

Exemplo 1 : Seja A = {{jr, y) <= H 2 1 0 < V(jc - I) 3 + - 2) z < I}. Eirtao; 
+ lodos os pontos de A sao pontos de acumula^uo de A; 

* 0 ponto (U 2) $ A, mas e um ponto de acumula^ao de A; 

• os ponios sobrc a ciaunfereneia (x — l) 2 + (y - 2) 2 = 1 tambe'm nao pertencem a A, mas sao ponios Ue 
acumulacaa de A; 

+ os pontos no exterior do circulo (x - l) 1 + (y — 2) 2 ^ 1 nao s3o pontos de acumulacio de A. 
A Figure 3. 1 1 ilusire esse exemplo. 



Figura 3.11 
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Exemplo 2: No Exemplo 3 da Subseeao 3.1.7, o ponto (0.0) G F mas n&o 6 um pomo de acumgla^ao de F, pois, 
- i p ode tuns ver na Figura 3.10, esiste genu bdu aburia ecrurada em (0, 0) qge nao conlcm outros elementos de R O 
pomo (0, 0) 6 um ponto isolado de F 


[ntuitivamente, di^mos qge gma fgucao / (x, y) se aproxima de L qgando (x. y) se aproxima de (x^ y 0 ) se € pos- 
«vd tomar /(*, y) arbiirariameme proximo de L, desde que tomemos ( x, y) G D(f) suflcietitemente proximo de 
ya), com (x,y) ± (x^Jb). 

A ideia "f(x, y) arbhranamenie proximo de L" e traduzida matematieamente pel a desigualdade 


ode € c um numero positive tao pequeno quanto possamos imaginar. 

A ide"ia "desde que tomemos (x, y) sujicientemente prdximo de (x 0 .y Q ), com (x, y) & (jc 0> ft}**, 

Grange duas partes: 

• Devem existir mo dommio de/ pontos muito pr6ximos de (x Q> y^j que sejam diferentes de (x 0 , y 0 ). Exigimos T 
cntao, que (X& y 0 ) UTn ponto dc acumulac.ao do dominio dc /. 

Devc ser possivel garantir que, sc (r, y) G D(f)6 suficieniemeritc proximo de (jr ft , y t> ). com (j, y) # >v>)'\ 
entao /(x y) vai satis I'a/cr a inequa^ao (I), ou seja. deve existir unia bo la aberta de raio 5 e centro (* 0 , yb) tal 
que, se {x r y) * yo) variar nessa bola aberta, entao valera a incquagao (I) (ver Figura 3, 12), 

Unindo as ideias exposlas, lemos a seguinte defini^ao: 


^atoxima de (x> jfo) e um numero real L se t para todo e > 0, existir iimS>0 tal que I f{x, y) - L \ < e sempre que 
I jr)€Ae0<IUy) - (jto, 


3.2 Li mite de urn a Fun 930 de Duas Variaveis 



Penotamos 



Um f(x, y) = L. 


Na Figura 3.12, ilustramos geometricameute a detmic.ao de I j mite. 



l >vL + e 


- ^ L — £ 


L 


X 0 x 
Figura 3,12 
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3.2.2 Exemplos 


Exemplo 1 : Usaudo a defini^ao de limite, mostrar que 

!im (3x + 2v) = 7. 

jr*2 


De acordo com a deflmcao 3.2. 1 , devemos mostrar que. para todo e > 0» existe urn 5 > 0, tal que 


sempre que 0 < V(* - I) 2 + (y - 2) 2 < d. 

Como no caso das funcoes de uma variavel, trabalhando com a desigualdade que envoi ve £, podemos obter uma 
pista para encontrar &, Temos 

\f(*.y) ~7\ = |3jc + 2y - 7] 

= |3jc - 3 + 2y - 4| 

= \3(x - I) + 2(y - 2)\ 

*3|jc-1| + 2\y-2\, 


Como |jc - 1| < V(* - l) 2 + (y - 2) 2 e |y - 2| < V(jc - l) 2 + (y - 2) 2 , podemos concluir que 
3|jc - lj + 2\y ' - 2| < 3S + 23 sempre que 0 < V(jr - I) 2 + (y - 2) 2 < S. 

Assim, se tomamos fi = e/5 T temos que, seO < V(* - I) 2 + (y - 2) 2 < S s entao 

\f(x,y) -7\*3\x - 1| + 2|y - 2| 

<3.f + 2 .| 
= e, 

Logo, lim (3x + 2jf) = 7, 
Exemplo 2: Usando a defimc.ao, mostrar que 

Devemos mostrar que, para todo e > 0, existe 8 > 0 tal que, se 

2*y 


0 < Vjt 2 + y 1 < entlo 


vV + y 

Como |*j < vV + y 2 e |y| ^ Vr + y 2 , para (x, y) ± (0 5 0), temos 

I 2xy I 2\x\ \y\ 
\Vx 2 + y 2 \ Vx 2 + y 2 

^ 2VV 4- y 2 ■ V* 2 4- y 2 
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Assim, tomando 5 = ^ temos que, se 0 < Vjc 2 + y 2 < 6, entao 


2xy 


>2\fx~ 


2xy 

Logo, lim . ^ = 0. 

ij r y)^(00)Vx 2 + y 1 

Observamos que, nesse excmplo, o ponto (0, 0) nao pertence ao domfnio da funclo dada. No entanto, conforme 
cxigido na defintgao de I i mite, ele e um ponto de acumuEa^ao do dominio da E unfile , 

Daqui para a frente, sempre que nos referirmos ao 

/ ft f {xy) 

fica implicito que ( yo) ^ ^rft ponto de acumulacao do domfnio de/ 

Vamos agora voliar a Figura 3,12. que i lustra georuciricameute a definicao de limiie. Para que o limits de / y) 
crista, seja qual for a forma pela qual DOS aproximumos de (jCj, y$} atravds de pontos do domfnio de/ T f{x, y) deve 
sempre se aproximar do mesmo valor L Temos a seguinie proposicao; 

3.2.3 Proposigao 

Sejam D, e Z) 2 dois subconjumos de D(/), ambos tendo (jf 0 i>b) como ponto de acumulacao. Se y) tern 
fimites diferentes quando (x, y) tende a (jty, atxaves de ponlos de D, e de £) 2t respectivaniente, entao 
lim f(x, y) nao existe. 

Prova: Vamos sapor que existe um numero real L tal que Jim f{x y y) = L, Entao,. para todo e > 0, existe S > 0 

taJ que. se (x, y) G D(f) e 0 < |( x> y) - (jc 0 , < entao y) - L| < c. 

Como D, C D(f), temos que h se (jr. y) G £>, e 0 < (x, y) — y 0 ) | < 5, entao y) - L\ < e< 

Como £> 3 C 0C/), temos que, se >) E D 2 e 0 < y) - f> 0 , < 5, entao |/(jc p y) - L| < e. 

Coiiclufmos, assim, que o limile de f{x, y) 6 igtial ao mesmo valor L quando (x, y) tende a {xq, y 0 ) atraves de pon- 
tes pcrtcnccntcs somcntc a £>, e lambcm pcrtenccntcs somcnlc a D 2 - Isso eontraria a hip6lcse de que/(jt, y) tern Ei mites 
ii Cere riles quando (x, y) sc aproxima de [x^ _v 0 ) atraves de pontos de /jj e de D 2 

Logo, se f{x. y) tern I i mites diferentes quando {x, y) tende a (jq> »j) atrave^s de conjuntos de pontos distintos do 
dommio de /, entao o lim f(x, y) nao existe. 

Usando essa proposi^ao, podemos mostrar que cenos limitcs de f uncles de duas variaveis nSo cxisiem. Para isso, 
tomamos coujuutos partieu lares convenientes t dados, por exemplo, por pontos de curvas que passem em (xq> v 0 ). Nesse 
caso, o Itmite se transforma no limite de uma fmigto de uma variavel como mostram as situao5es seguintes: 

a) Se £>! £ o eonjunto dos pontos do eixu dos x. o I unite de/t.i, y) quando (x, y) se aproxima de (0, 0) atraves de 
pontos de D x € dado por 

lim f(x,y) = lim f{x, 0). 
PS 

bj Se £^2^0 eonjunto dos pontos da reta y — Zr s o limite de / y) quando {x, y) tende a (0, 0) atraves de pon- 
tos de D 2 6 dado por 

lim f(.v, v) - lim f{x,2x). 


| OK*. B - Fun** * -to to*** m 0,.ip. 3 , NrtW* cuwilin.as e de 

, p) Se 0j , o coni-o co S pomos do ^ ^ a. , o * / U » * » MO. 0) ~* 

de pontos de Z> a . € dado por 


3.2.4 Exempios 

2xy 

Exemplo 1 : Usando a proposi^o 3.2.3, mostrur que ^ Jm^ ^2 * * xlste " 
Se (x> y) se apioxima de (0, 0) pelo eixo dos x, temos 

2xy 



2- 

= Mm 





0 

= lim 




- lim 

0 



- 0. 



Da m, S m a fonna, se y) - aproxima (0. 0) pelo rixo dos y. obtemos 

No emanto, se (., y) se aproxima de (0, 0) *vfc de pomos da m*, - *, 

2jcv ^ ■ x • x 

- lim I 

j-+0 


Logo, pela proposicao 3.2.3, conclmmos que { J^^y " a ° wiste " 

Rremolo 2: Verificar se cxistc lim 2 r m . 

1 exe m p,o m o Str a ^^4^ — ' ^ * * * 

duas variaveis. 

Se U v) se apioxima de (0, 0) pelo etxo dos x, temos 


>.=o 


Lim -5-; — J~ I'" 1 „z ■ r,„ v \4 
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jt-*o x £ (1 + mVj 
hm 


jr -o 1 + m A x 2 
• 0. 


Mcsmo coin esse resultado, nao podemos concluir que o limile dado existe. De fato, se (jr, y) se aproxima de (0 t 0) 
Mraves do arco de parabola y -Vx, 

xy 2 x - (V*) 2 

hm -5-** — 7 = Imi -= — \ 1 


lim 
1 

2* 


Mir 

Logo, lim -5— 7 nao existe. 


3,3 Propriedades 


As propriedades dos 13 mites de funcoes de uma variaVel (ver See,ao 3.5 do CdkaloA) podem ser estendidas para ns 
Umilcs de iuncocs de vdrias varidveis. 

3.3J Proposi^ao 

Seja f :TP?-> IRdcfinida por f(x, y) = ax + com a* b quaisquer humerus reads. EmaO 

lim f(x,y) = ax 0 + b. 

Prova: Seja a ^ 0 r Dado £ > 0, devemos moslrar que existe S > 0, tal que 


\f(x, y) - (axf, + b) ] < e sempre que 0 < V(jf - Jc 0 ) 2 + (y - yo) 2 < 6\ 

Podemos obter uma chave para a escolha de 5 examinando a desigualdatie que envoi ve e, As seguintes desigual- 
dades sao equivalentes: 

|/(jc t v) - (ax<> + b)\ <s 
\{ax + b) - (ax<> + b) < e 
\ax - axa\ < e 
\a\ \x - jf 0 | < e 


A ultima das desigualdades sugcrc escolher d = — > De fato, como ]jt - jr 0 j < \A(x -~Jt 0 ) 2 + ( y — y 0 ) 2 t para 
p = — , temos 
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|/(jc t y) - (ax 0 + b)\ = \a\ \x - x Q \ < \a\ - j-. sempre que 0 < V{x - x 0 ) 2 + (y - y^f < &. 
Portanto. 

lim + b) = oxq + 5. 

Quarido a = 0, emtio |(<ur + b) - (ax^ + 6) | = 0 para tocios os pares (jt, y) 6 Portamo, tomando qualquer 
5 > 0, a definicao de limite £ satisfeita. 

Logo, lim (ax + b) = ax$ + b para quaisquer niimeros reais a e & 
Observamos que, forma analoga, obtemos 

Jim ay + b = ay$ + b. 


3.3.2 Proposi^ao 


Se lim f(x, y) e lim g(x^y) existem, e t e urn numero real qualquer, entao: 

a) lim [f(x,y) ± g(x,y)] = lim y) ± lim g(x. y); 

b) lim c ■ f(x,y) = c • lim f(x y y)\ 
jr*» y^y» 

c) lim f(x T y) -g(x,y) = lim f(x,y) ♦ lim y); 

lim /(*, y) 
f(x,y) y~*y* 

d) lim — = . desde que lim g(x+ y) 0; 

e) lim [/(*, y)f = [lim /(.r t y)] n para qualquer inteiro posit ivo n\ 
y~*y*> .v~*v» 

f) lim *$f(x y y) = \^lim/(*, y) t se lim /(*, y) > Oe w inteiro ou se lim /(jc, y) <0en^um inteiro 
positivo irrtpar, 

Provaremos o item (a) dessa proposi^ao usando o sinal positim 


Prova do item (a): Sejam lim f(x,y) - L e lim g(x,y) - M e e > 0 arbitrario. Devcmos provar que existe 5 > Otal 
que |C/U 3?) + £<x, y)) - (L + M)\< s sempre que (x, y) E D{/) n D(^) e 0 < V(x-x^) 2 + (y-^) 2 < 6. 

Como lim /{jit, y) - L, existe 5 t > 0 tal que y) - L\ < i?/2 T sempre que (jc, y) G D(/) e 
y^yo 
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Como lim y) = W, ex isle > 0 lal que '£(.*, y) - M < r.jl scmpre que {x, y) E Z)(g) e 


0 < V{jc - x G y + (y - yo) 2 < Bp 

Scja 6 o me nor dos numeros 5] e 6 2t isto 6,5 = minfS^ 8 2 }, Entao S ^ 5j e £ < 5 2 e, assim, se Qr, y) E £>(/) n £>Q*) 
c 0 < V(jc - x 0 ) 2 + (y - yjf) 2 < 5, temos \g(x, y) - M\ < e/2 e \f(x, y) - L| < e/2. 

Logo, 

\<f(*,y) + g(x,y)) + AO I = f(/hy) - i) + tefcy) - m)\ 

*\f(x iy )-L\ + \g(x,y)-M\ 

< e/2 + e/2 

= 

stmpre que (jt, y) € D(/) H D(g) e 0 < V(x - Jt 0 ) 2 + (y " 3b) 2 < * e t dessa forma, 


lim (/(* T y)+£<*,y)) = L + M< 


3.3,3 Exemplos 


Exemplo 1 : CafcuLar lim (x 3 y + x 2 y> - 2xy + 4) 

Aplicando as proposes 3.3.1 e 3.3,2 (a), (b) T (c) e (e), temos 

lim (x 3 y + jcV - 2xy + 4) = lim x* ■ lim y + lim jt 2 ■ lim y 3 - 2 lim x ■ lim y + 4 
jr-*-i v— -l >-*i jr— *-i jr*-l 

= -4. 

Obscrvamos que a aplicagiio simultanea das proposisoes 3.3, 1 e 3,3.2 pode transformar o limite de uma dada fuiifao 
de duas varidveis em uma expressao envolvcirdo li mites de f undoes de uma varilvel, 
Nessc exemplo, podemos escrever 

lim (* 3 y + x 2 y 3 - 2xy + 4) = lim x 2 * Um y 4- lim x 1 - lim y 3 - 2 lim x ■ lim y + 4 

x-*2 x-*2 y-*-\ x—2 y— - 1 r-*2 >■-► - 1 

= -4. 

De modo geral, podemos dizer que, se lim F(x) = L y entao F(jt), considerada como uma func2o de x e de >\ tern 
imite L, quando y) — ^ (x 0l ^). 

Tambdm se lim G(y) = Af, entio 6(y), considerada como funcao de x e de y, tern limite M, quando 
(x,y) (x 0} y^). 

Exemplo 2: Calcdar lim V* + y. 

Usando as proposi^oes 3.3.1 e 3,3,2 (a) e (f) temos 

lim Vjc + y = Vlim x + lim y 

= V5, 
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Exemplo 3: Calcular Lim 


x 3 y + 4 


* + y - 2 


Co mo Lim (* + y - 2) - -2 + 0 pddcmos LLpticaru propositi 3.3.2 ictk Temos. enUui. 
jr+1 


.v> + 4 


lim (jr 3 y + 4) 
*-* -l 


Mm 

x + y - 2 lim {a + y - 2) 


"3/2 


ft 


3.3.4 Proposi^ao 


Se f€ uma funcao de unia variavel, contfmia em urn ponto o, e #(x h >) uma funcao tal que lim g(x, y) 
lim {fog){x y y) - f(a) ou Lim f(g(x t y)) = f( lim g(x y y) \ 


ondc (fog) ( Jf» y) *a funcjo composia de/ e g p isto S» (fog) (jc, y) = f(g(x. y)}. 
A Figura 3. 13 i lustra a funcao composta fag. 



Figura 3.13 


Prova: Seja e > 0, 

Como ft contmua em a, 3 ^ > 0 tal que 


. , .... 

" ■ ■ ■- " 


(1) 


Como lim g(x,y) =a e 3 % > 0, 3 ^ > 0 j <jc t y) G D(g) e 0 < V(x - x^f + (y - y^) 2 < 5 2 ^> 

4t-»JC,) 

\g(x, y) - n| < S h 
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Assim, se (# T y) G fXg) e 0 < V(jc - x$,) 2 + (y - y^} 1 < temos que u = g(x, y) satisfaz o antecedent da 
InpLkrac/io (I ) e, consequentemcnie, 

l/toy)) - /(a) |<«, 

Logo, lirn (fog)(x y y) = f{a). 

I ^ 

3*3.5 Exemplos 

Exemplo 1 : Calcular lim In (x 2 + xy - 1). 

Constderemos as f undoes' 

g(jc,y) = ac 2 - jc>' - 1 e f(u) =ln« 
Temos que lim g(jr s y) -2c /(«) = In (u) 6 conlfnua em m — 2. 
Aplicando a praposfcc.ao 33,4, vem 


lim {fog) (x> y) = lim In (x 1 + xy - I) 


r-2 


In [lim (* 2 + *y - 1)] 
.t— ' i 

>■ -2 

in 2. 


empIO 2: Calcular lim scn(x - y). 


Usando a proposic.ao 3-3.4, lemos 


lim scn (> ■ v) - sen (lim (x + y)) 

- &en(ir/2) 


.6 Proposi^io 


Se lim /(jt T y) = 0e g(& y) 6 uma fun^ao limitada em oma bola aberta de eemro em (#<,, ^>), entao 

r+y* 

Mm f(x,y)g(x*y) = 0, 


ftnva: Como gU, y) 6 limitada em uma bola aberta de centra em (x a> j^) 5 existem constantes M > 0 e r > 0 tal que 
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Como Vim /(jt, y) = 0, usando a dcfinicao 3.2.1 . temos que, dado -77 > 0 T existe um 5 t > 0 tal que 


Seja d - minlfi,, r). Emao, por (2) e (3), segue que: 


se y) S e G < V (x - x 0 ) 7 + (y - #,) 2 < S, entao 


Logo, 


I'm / y)^(^ y) = 0. 


3.3.7 Exemplo 

Usando a proposic;ao 33,6, moslrar que 


(3) 


urn , Y , = 0, 

Vamos considerar /(jc, y) = x e g(jr, y) = 2 — 

+ y 

U vimos que lim .* = 0. Vamos mostrar que g(x, y) £ limitada. 

jcy 

Para visual izar facilmente que g(jr t y) = -5— — j £ uma funcao limitada, basta reescrevfc-la em coordenadas 

x ~r y 

poiares {x = rcos & e y = r sen 6), 
Temos 

xy r 2 cos 5 sen 8 


cos 0 sen fl, para (x t y) ^ (0, 0). 


Evidentemente, |costf sen &\ < 1 e, portanto, £(x, y) e" limitada. 
Assim, 
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3.4 Calculo de Limites Envolvendo Algumas Iri determinates 


Sejam/e # funcoes tais que lain /'(.v., v) = lim g(.x\ v) = 0, 
y-*y<> y^y* 


Nada podemos afirmar. a priori, sobre o limite do quociente f/g quando (x, v) tende a (x (h , Dependendo das 
funcoes, podemos enconlrar qualquer valor real ou o limite pode nao existir. Costumamos dizer que estamos diante de 
masL mdetenninacao do tipo 0/0. 

Os esemplos que seguem i I u strain essa iiideterxninacao. 


Excmplol; Calcular lim + *V ~ 2xy - 2x 2 - 2x + 4 


;j; xy + x-2y-2 


Tern os que 


lim (jt 3 + x 2 y - 2xy - 2x 2 - Ix + 4) = 2 3 + 2 l • 1 - 2 - 2 - 1 - 2 • 2 2 - 2 - 2 -f 4 = 0 


lim + * - 2y - 2) = 2 • 1 + 2 - 2 - 1 - 2 = 0. 

Estamos, portaitto, diante da mdeterrninacao 0/0, Para revolver csso limite, vamos fatorar as expresses do nuirte- 
ndor e do denominador, TerciOs 

j 3 -f x 2 y - 2xy - 2x 2 - 2x + 4 = jc(jc 2 + jry - 2) - 2(x 2 + xy - 2) 
i *y + .*-2;>r-2 jc(y + 1) -2<y + l) 


*r*2 {x-2)(y + I) 


: lim ^- 

jt-*2 V + 1 

lim (x 2 + xy-2) 

x-*l 

r*y 

lim (y + 1) 

x— *2 


fcmplo 2: Calcular lim 


x + y - 1 


£S- VI - Vl - y 


Temosque lim (x + v - 1) = Jim x + hm y - 1 = 0 

e lim (Vjc - Vl - y) = lim V* - lim Vl - y = 0 
Portanto, temos uma indeterminacao para sef analisada. 
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Costumamos, nesse caso, Fazer uma racionalizacao, como segue: 

x + y-1 (x + y-l)(Vx + Vl- y) 


Vx~-VT^y~ (V* - Vl - y)(V* + Vl-y) 


Como jc > 0 e y < 1 , temos 


_ (* + y - l)(V^ + Vl - v) 
{V~xf - (VT^) 2 

x + y - 1 _ (x + y - l){Vx + Vl - >■) 
\G " Vl - y x - I + y 

= Vx + Vl - y. 


Assim, 


lim * + > = lim (V* + Vl - y) = 0. 


3.5 Continuidade 

Ncsla sc^ao» vamos dcfinir c exempli fi car a conlinuiiJadi; dc f undoes dc duas variavci^ As proposicoes apiesentadas 
podem ser consideradas como uma extensao das proposigoes refercntcs & continuidade de funcoes de uma variavel. 

3.5.1 Definite 

Sejam/: A C IR — *■ IRe (x a , y^) £ A urn ponto de acumulacio dc A. Dizcmos que/ 6 continua cm (x 0 , y 0 ) se 

lim / (x.y) = f{Xtoy 0 )> 


3,5.2 Exemplos 

i 2xy - (*,>■) #(0,0) 
Exemplo 1 : Vcrificar sc f(x t y) = ( vV + >> 2 e continua em (0, 0). 

I 0, (*,;y) = (0 T 0) 


No Sjtemplo 2 da Subsecao 3.2.2, mostramos que 

Portanto, a funcao dada 6 continua cm (0, 0), pois 

lim f y = /(0,0). 
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, 2xy , (jt,jO*{0,0) 
Exemplo 2 : Verilkar se f{x, y) = l x i + y e contmua em (0, 0). 

0. (^y) = (0,0) 


No ExL-mplo ] da SubsLtao 12.4, mostruTuos que 


lim 


Fortanto, a funeao dada nao £ conhnua em (0, 0). 

Observamos que essa funcao e contmua em relacao area v isoladamcntc, apesar de nao ser contmua em rclacao 
ID conjunto dessas variaveis. 
De fato, 

lim /<*,<>) = lim /(0, = /(0,G). 

Exemplo 3: Discutir a continuidade da funcao 

, fx 2 + y 2 + I, se Jt 2 + y 2 < 4 
={ 0, se,' + />4 

Essa funcao est a definida cm lodos OS pernios de BR 2 , E facil constatar que essa funcao e contmua em Lodos as pon- 
ios ( a,,. v M ) G IR? tais que 

4 + n < 4 on xl + yl > 4. 

pois. nesses casos, 

lim f(x,y) = f(x 0t yo), 
Vamos anatisar, agora, como fica o lim /(jc t y) quando (x Q . y^) $ urn ponto tal que x\ + y 2 , = 4, 

Usando as consideracdes da Secao 32, vamos analisar esse limite considerando que (x, y) se aproxima dc (x u , y$) 
acraves de pontos do conjunto: 

a) /^l = {(x, y) € IR? | x 2 + j> 2 < 4} 

b) Z>j - {(*, y)SJP?\x 2 + y 2 > 4}, 
Temos h entao. 


(1) 


<2) 


Dc (1) c (2) conclufmos que a funcao nao e contmua nos pontos (jt 0s j^) E He com x$ + y\ — 4. 
A Figura 3/14 i lustra esse exemplo, na qua I observamos claramente que / nao £ eontfrma nos pontos da cireunfe- 
" x 2 + y 2 = 4, 
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Fhjura 3.14 


2xy . (x,y}*{0 T 0) 
Exemplo 4; Mostrar que f(x.y) = ( \/2jc 2 + 2y 2 ^ contmua na origem. 

0, (*,y) = (0,0) 

Nesse esemplo, vamos usar a proposi^ao 33.6. Temos que 

2w , i 


V2x 2 + 2y 2 V2x 2 + 2y 2 

y 

PchIcitlos rccscrcvL-r a fuut^ao — - — — — em coordenadas po lares para verifkar que 4 uma fun^; 

V2jc 2 + 2y 2 


:au limitada. 


Temos 


r sen 0 


V2a 2 + 2y 2 V2r 2 cos 2 0 + 2rW0 
r sen & 


V7? 


V2x 2 + 2y z 


2 
V2 


son ^ (jr t y) * (0,0). 


pois | sen ff| s 1. 


Comolim 2x = 0, pela proposi^ao 3.3.6 segue que lim 


2.v) 


^2x 2 + 2y 2 


0 r Logo,/^ contfmia na origem. 


3,5,3 Proposi^ao 

Sejam/e g duas fun^ws continues no ponto {x#, y u ). Entao 

a) f + g 6 contmua em ( x^ y$) ; c) fgi eontfnua em ( .v Q+ y]) e 

c) f - g£ eontfnua em(j D , y>) ; d) d eonlfnua em (.v M , y,) desde que g(x 0 , y^ * 0. 
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Observamoii que essa proposicao decorre das propriedadcs de I i mile vistas na proposicao 3.3.2. 
Usando a proposicao 3 5 X podemos aflrinar que: 

* uma funcao polinomial de duas variaveis 6 conlfnua em [R 1 ; 

• uma funcao racional de duas variaveis e conlfnua em todos os pantos do seu dommio. 

Observamos que uma funcao/ de duas variaveis 4 uma funcao polinomial se / (x, y) pode ser expressa como soma 
termos da forma Cx m y'\ onde CEMemen sao inteiros nao-negadvos. 

3.5.4 PropOSi^ao 

Sejam v e ; = ^{jr, Suponha que g 6 contrnua em (x$, y^) e f€ contfnua em g {x& y^). Entao, a 

fcncso compos ta fog e contrnua em jfo). 

ftwa: Como/(u) e contrnua em g (x^, dado e > 0, exisie 6j > 0 tal que 


Como z — g (x., y) & conlfnua em (jc 0 , y 0 ) t para esse S t > 0, ex is te 5 > 0 taJ que 

(x,y)<BD(g) 


(1) 


(2) 


Usando (1) e (2), podemos cscrevet que 

(x.y)<ED(g)e\(x,y) - {x< h ft)\<8=> f(g(x,y)) - f (g (* 0 , y 0 ))[ < a. 
Portanio, / og £ conlfnua em (x 0> 

u5 Exemplo 

Diseutir a continuidadc das seguinles f unities: 

a) f{x, y) = 2jcV + 5xy - 2 

x + y - 1 


c) h (x, y) = In (jcV + 4) 

to de (a); A funcao /( x, y) = 2x?y* + 5xy -26 uma funcao polinomial; portaitto, usando a proposi^o 3.5.3, 
uos dizer que f(x, y) € conlfnua em todos os pontos de IR 3 . 

ao de (b): A funcao g (x,y) e J uma funcao racional que pode ser reescrita como 

x + y — I 


(x-l)(x-2)0r + l) 


Assim, podemos visualizar que a funcao g (x,y) 6 definida para todos os pontos (x, y) G IR 2 tais que x ^ L 
r * 2 e >• * -1. 

Usando a proposicao 3.5.3, eonclui-se que g (x> y) € contfnua no conjunto 
{(j, y) E IR 3 | x ± i t x ± 2 e y # - 1}. 

ilucao de (cj; A funcao /j (jc, y) = In (jr 2 y 2 + 4) <S a composia das funcoes 
f(u) = In « e g f> T y) = *y + 4. 
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A funcao g i continua em IR?, pois e urna f'un^iio politiombl. A t'mn-ao / C- continua cm IK 1 . Como 
g (x T y) > 0. V (x, y) E HI 5 , temos que, para qualquer (jqg, j^) E 1R 2 , # £ continua em (.% M») e / ^ continue cm 

Logo, pela proposicao 3,54, conclufmos que h 6 continua em IR 2 


3,6 Limite e Continutdade de Fungoes Vetoriais de Varias Variaveis 
3.6.1 Definigao 

Seja /o(j'a,t }\h £o) um ponto de urn domfnio D e i^' sen velar posiclo. Seja / uma funcao vetorial definida em 
exceto, possivelmeme, em Seja a = &\ i + a 2 j + a$k um vetor constants Se r € o vetor posit; ao do porno 
P(x, y, z), dizemos que lim / y, r) = H se, para todo s > 0, existe & > 0 tal que |/ (jc, y, - a| < e sem- 
pre que 0 < \r — r \ < £L 

A desigualdade 0 < |r — r | < 8 represcnta o interior (exceto P r> ) dc uma csfcra dc raio 5 c centro cm P tt . Portanto, 
geometricameate, podemos visualizar a defini^ao 3.6,1 na J'igura 3,15, Dada qualquer bola B(A, r) de raio e t centrada 
cm A(a u a 2y Q$)* existe uma bola B(P (> S) de raio 8, centrada em ^(xq, JMo* x <o)* ta ' £ l uc os potttos de B'{/o, $) (exce- 
to, possivelmente. /f,) sao levados por / em pontos de B(A, e). Assim, a dire^ao, o scntido c 0 comprimenio dc 
/ (jr, y, z) tendem para os de a quando (x, y, z) (*u, yy, Zn). 



Ftgura 3.15 


De forma analogs as f undoes vetoriais de uma variavel, se f {x, y, z) = {ft(x, y, z), fiix., y, z), fi{x* y» z)) 
e a = (flj, Uj', %)j temos 

lim y*z} — ^ '■ rn /(^n y, z) — a i* P 31 ^ * ™ U 2 t 3. 

TaniWm as propriedades dos limites sao andlogas (ver Subse^ao 2.5.3). 

3.6.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Dada a funcao vetorial / (x, y) = yi - xj , determinar lim^ / (jr t y). 


Cafmtulo 3 Limit? eqntingidade 


Temos lim (vi - x / ) - Jim V ' — Jim xj = 0 
Exemplo 2; Se y, z) = ( ^* ~ *\ 3* A determiner lim f(x, y> z). 

\ X - l / fry, 2, 1) 

Temos 

Jim ?(x 9 y,z)-( Jim e?~\ Jim y ^~}\ Jim 3xz] = (1,1,3) 

C*,*f)-»<1 a 2,l) \<*,y,%*(U2;l) y. t}-*(».2, 1) * - 1 (* f 1,2.1) } 

3-63 Defaniqao 

Seja f(x, y, z) de fin id a em urn dominio £>. Dizemos que / £ contmua em urn ponto P 0 (x 0 , y^, z n ) E D se 

lim 7(x>y>z) = /(*o,y 0l 5>X 

Se f 6 contfnua em cada ponto do dommio D, dizemos que / 6 contmua cm D. 

Dc forma timUogy as funencs vetoriuis dc uma variuvcL lemos que / e continua em D se, e somente se, as tres 
tegoes coordenadas f l} f t e / 5 sao contfnuas cm D 

3,6.4 Exemplos 

a) No Exemplo 1 da Subseeao 3.6.2, a funcao vetoriat 6 contfnua em todos os ponton do piano. 

b) No Exemplo 2 da Subsecao 3.6.2, a funcao f{x,y,z)€ contfnua em todos os pontos (x, y, z) E IR 3 tats que 
x * ±1. 

- -Jfcr 

c) A funcao vetorial / y,z) = - . , onde £ £ tonstante positiva e r £ o vetor posicao do ponto (x, y, z), £ 

Irr 

contfnua em todos os pontos de R\ exceto na origenr ponto no qual a funcao nao csta definida, 


3.7 Exercicios 

1. Identiflcar quais dos conjuntos seguinles sao bo I as 
abertas em IR? ou IF 3 , deEermmando T cm caso positi- 
ve, o centro e o rale. 

a) x 2 + y 2 - 2y < 3 

b) x 2 + y 2 + z 2 + 6z < 0 

c) x 2 + y 2 < z 2 

d) x 2 + y 1 + 2x > (x - l) 2 + (y- 2) 1 

e) jc 3 + y 2 - 1 > 0 

f) x 2 + 4x + y 2 <S 

g) x 1 + y 2 + z < 2. 

2. Seja >1 = {(x y y) E 1K?12 < x <3 e 
-Ky<l} 

a) Representor graficamenle 0 conjunto A, identifi- 
cando se A 6 aberto. 

b) Dctcrminar a fronteira de A. 


3. Repetir o Exerctcio 2 para o conjunto 

B = {(x r y,z) E IR % | -1< x < li-i < y < 1 e 
-1< Z < 1} 

4. Identificar as afirmacoes verdadeiras: 

a) A uniao de bolas abertas e' uma bola aberta. 

b) A uniao de bolas abertas e urn conjunto aberto. 

c) A uniao de bolas abertas 6 urn conjunto conexo. 

d) O conjunto 

A = {{jc, y) | x 2 + 2x + y 2 - Ay > 0} e' conexo. 

e) O conjunto B = {{x, y) \x 2 > y 2 } £ aberto. 

5. Verificar quais dos conjuntos a seguir s^o conexos: 
A = Qx,y) E IR 2 | 2x 2 + 5y 2 £ 10} 
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C = {(*,y, z) E 1R*\3x 2 + 9y 2 + £ > 18} 

{ y) SM 2 \y>^- - x *o\ 

6. Dai a fronteira dos seguintcs stibconjuiitos do 1R^ 
Representar grafieamente. 

a) ,4 = {(jc, y) € IR 2 1 .r + y 2 < 4 } 

b) B = y) E IR 2 1 jc 2 + y 2 ^ 4 } 

c) A = {(x,y) E IR 2 ^ 2 + y l < 4} 

d) D = |uy)GlR 2 |y>^J 

7. Representar graficamcnte os seguintes subconjuntos 
de IR?. Identificar os conjuntos abertos. 

a) A = {(x y y)ElF?\x 2 -4x + y 2 <0} 

b) B = {(x 1 y)eJF?\x 2 -4x + y 2 £0} 

c) C = {(^y) G IR 2 ! 5> S < 3} 

d) D = {{x y y)eT*e\\x\ + \y\*l} 

e) £ = {(jt,y) ElR?|jc>2y -3} 

8. Seja 


.4 = {(x,y) ElF?|o<VV + y 1 + 2y + 1 < 1}. 
Verifkar se os pontos 

a) b) <Q 3 -1) c) (-1, -1) 

d) (1,1) e) (0,0) f) (3,4) 

sao pontos de acumulacao de A. 

9. Verificar se o conjunto A = {(x, y) E IR?| jc, y E N] 
tern ponto de acumulacao. 

10. ] dem i 1 1 v ; it a s ;s SI rmj i es \ l l i t i : u U- i r: is : 

a) P(Q* 0) e' ponto de acumulacao do conjunto 
A = {(x,y)eJtf\y>x}. 

b) Os pontos ^(0, 4) e Q{2, 2) pertencem a fronteira 
do conjunto B~{(x t y) E IE? j y > 4 - jc 2 }. 

c) P(0. 0) e ponto de acumulacao da bola aberta 
B((0, 0), /■), qualquer que seja r > 0. 

d) O conjunto vazio € um conjunlo aberto. 

e) Toda bola aberta e' um conjunto aberto. 
0 IR 2 6 um conjunto abeno. 

g) Todo ponto de acumulacao de um conjunto A per- 
tence a esse conjunto. 

h) O conjunto {(x T y) E IR? | x e y sio racionais ) 
nao tern ponto de acumulacao. 


i) Todos os pontos de um conjunto aberto A j 

pontos de acumulacao de A. 
j) Se A 6 um conjunto aberto, nenhum porno 

fronteira de A pertencc a A. 

TT. Usando a dcfinicao de Hrnite, mostrar que: 

a) lim (5jc - 2y) - -9 

b) lim (3* + 2y) = 12 

(2, 3) 

c) lim (3jc - 2y) = 5 


d) lim 


2x 2 


V',r + y 2 

y- *0 * 


e) lim 

x 2 + y 2 


1 2. Dado (jkq, yb) E IR 2 , mostrar que bill y = y^. 


1 3. Mostrar que os (i mites seguintes nao ex i stem: 


lim 

2 2 

- y ■ 

b) 

lim 

2x 

x-'Q 
jr-0 



Vx 2 h y 2 

lim 

x- y 

d) 

lim 

xy 


2x + y 

y-*0 

JC 2 + / 

lim 

3xy 

0 

Mm 

jc 2 -4y 2 

r*o 

4x* + 5y 2 



Jun 





*-*rj 
r+o 

.r + v" 




Nil: 

y J + + 2yx* 



! Ml 

(y 2 + X 2 ) 2 




lim 

(x - l) 2 y 




y-*0 

(x - l) 4 + y 2 





14. Verificar se os seguintes I i mites ex i stem: 


b;i Mm 


a) 

Mm 

2^ 



jc + y 

c) 

Mm 

jy 


jc 3 + y 2 

c) 

Mm 

jc - y J 


v^0 

x 2 + y 2 


2x 2 4- 2y 2 

d) lim 5 y~ x 
;4 ^ - y 


1 5< Verificar a existencia dos li mites das seguintes 
funcoes quando (x, v) tende ao ponto indicado: 

jc sen — - y ± 0 
a) /(jt, y) = { y ; ^(0, 0) 

0, y - 0 


C a p i T u l o 3 Umitc e to n linuidnde 


x 2( v _ 1\2 


* 4 + <y - l) 4 


c) /(*,y) 


3.YV 


Vj 2 + y 


; TO, 0) 


+ y* 

Y$ _L. 

Fnovar a propriedade (b) da proposicao 3.3.2. 

17. Usando as propriedades, calcular os li mites 
scguimcs: 


a) lim (ixy + x 2 - 

b) lim x + y ~ 2 


c ) lim / * ~ 1 

£S V x 2 y 2 + xy - 1 

d) lim (VV + 1 - V*v) 

i->0 

f c) lim ( _J 

Vjc + y J 

f) lim * 2 + y 2 ~ ^ + 7 

jc 3 + y - 7 

IR. Calcular os seguintes Ei miles de funcoes compostas: 

a) lim In (x 2 + y 2 + 10) 

r+i 

i 

b) lim c) lim ™( x + y) 

+ * Jl-^TT r 

y*+* y-*E. * 

2 

d) lim Inlf X * + y \ ) 
*-*4 \x - y + 1 / 

B. Calcular os scguintcs limitcs usando a proposicao 
33,6: 


a) lim *yV* + y 


fxy 1 + — jcv 3 

b) Urn W — — ^ — =— £ - 
*-nr V Jt 2 + y 2 

c) lim 'V? 

v*^Ty 


20. Calcular os scguintes I i mites envolverido indctermi- 
nacoes: 

a) lim * 2 y ~ 3x2 ~ 4x y + + 4y - 12 
xy - 3x - 2y + 6 


,-3 


>Vx -2y-Vx + 2 
4 4 - * + x\Ty - 4Vy 


hi Inn >' 


c) lim 


■ 3 - V5 


J^o *y + * 


d) 


lim ^y - 1 
Pi \fx~y - 1 


lim ysen* . i im (! + 

v~M y _y-> 2 

e*'- 1 


a) Mm 

y-»o x y 

21. Calcular os limitcs seguintes: 

a) lim - e? + \) b) lim jeVjc 2 + y 2 
y-2 y -*o 

c) lim (xV + 2*y 2 + y) 

d) lim (3jc 2 y + 2xf - 2jcy) 

x l + yL + 4xy *1* x 2 + y 2 

g ) lim xZ -y* 


h) Lim In 


f xy — 1 


lim x sen - 


n , - ] u inn a sen — 
foy)-*<i.2j I2xy + 4 J (^v)-*(o,o) y 

z 3 


j) hm 

u^)-»(o.o) jt z + y 2 


yd 


i) iim x - x y 

p^i ^ + y 


k) lim cos I - 

ni) lim — - 

»-»o jt + y 1 


n ^ yjc 3 - yx 2 - yx + y + 2j 3 - 2jc 2 - 2* + 2 

jr-*l 


( A -l) 2 (y+2) 


o) lim (xy - y) sen — - — cos — - — 
pi x - 1 y - 1 

jt"^ — x 2 y 
p) lim j- 
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22. Verifkar se us f'unfocs dadiis s:u> coiitmuas nas pon- 
[o\ intl it/ados: 


jc sen-> y # □ 

y ,P(0,0) 
0, y = 0 


X* - y 


yv 


1 


c) /(*,y)= 


(* + y)>*~ ±y 

x* - 3xy 2 + 2 


- PCK2) 


d) /(*»)>) 
em P(t), 0) 


I 

- : \lx-2y. 


> t 0) 
(0,0) 


(*,y)*(0,0) 
(M) = (0>0) 


i) /<*>y) 


(x,y) + (0,0) 
Ky) = (0,0) 


-J>(1,1)« (2(0,0) 


r , (jt,y)*(0,D) 
b) /(*,y) = Vy 2 + 1-1 

[ fl -4 ? <*,?) = (0,0) 

25. Esbo^ar a regiao de continuidade das seguintes 
fun^oes: 

x 2 + 2xy* 


xz + 2yz - x 2 


em P(0, 0) 

r V + 2j 
{ o, 

emP{0,0) 
h) y) = 2* 2 y + xy - 4, 2) 
x 2 + y 2 -l 
x + y 

23. Escrever o conjunto em que a fun^ao dada € contiiiua: 

a ) /(jtj) = ■* 2 y — -^y 3 — x 4 y 4 

b) to -2x-V+2)(, + l) 

O /(^y) = m(^^) 

d) f(x,y) = e xsta > 

24, Calcular o valor de n para que a fun^Eio dada scja con- 
tmuaem (0,0): 

{<** + ;*) *n- r ±- r fe>>**M) 
a) /(.r, y) - { * f jf + y 

(*,y) = (0,0) 


V* + * 2 + / - 3 

26. Calcular lim. /(jc, y, z), dados: 

a) /<*. y, z) - (* 2 + ,vl ^ f- - (2, I, I ) 

ta) f(x,y,z) - Jf + > • 

«-(»-3 ' 

c) /<*,**) - * J , VI);?.- (2,1,4) 

27. Determinar os I i mites scguinles: 

a) Um ( ! ,VxA 
(x,r)^(i,D\xy J 

lim { x y \ 

b) / J -sen-, eos.r, tgyz 
(*,*«)-{tu,*)Vy * V / 

c) lim UVy,^ — ^ylnz). 

28. Analisar a uominuidade das seguintes f undoes 
vetoriais: 


a) f(x,y) = (xy.x 2 - y\2) 

b) g(x,y,z) 


^x> y sen y r xz 2 sen —J, z ^ 0 


[ (.v, y sen y, 0)^ = 0 

c) h(x,y) = (jcln y s y In*) 

d) ?(*,y, ?) = ^ r 7 + In tz/ + 2^ 

e) ft** f ) .^-£-| z) 

3a -♦ 

f) 7{jc, y, z) = onde a = ac* + y/ + zk 

\a\ 

g) y, z) = (x 1 + y 3 ,y 2 + z\z* + x 2 ). 



Derivadas Parciais e 
Fungoes Diferenciaveis 



INeste capitulo apresentaremos as derivadas parciais e o conceito 
de diferenciabilidade de fun goes de varias van a wis. 1 n trod uzi rem os 
brevemente a nocao de vetor gradiente, que sera visto mais deta- 
IViadamente no Capftulo 6, 

A seguir introduziremos o conceito de diferencial, a regra da ca- 
deia, alguns casos de derivacao implicita e as derivadas parciais 
sucessivas para a funcao de varias variaveis. 

Finalmenle, apresentaremos as derivadas parciais para as fungoes 
veioriais. 


4.1 Derivadas Parciais 



l*i Dados o paruboloidc z = 16 — X 2 — y 2 c o piano y = 2, cuja visual i/,ac,;a\> no primeiro octanle e obtida por 
meio tfsa Figuni 4 I L v;imos rienoliir por C a curva resultante da interseccao dessas superficies^ isto e\ 


C:z = 12- x\ y = 2 


Dado urn ponto P dessa curva, por exempJo, P (1, 2, II), como vamos calcular a inclinagao da rcta tangente 
k curva C em P7 


z 



16 


V 


x 


Figura 4.1 
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2°) Na Figura 4.2 temos as eurvas de nivel da temperalura T -T(t,h), mcdida em graus, onde / e" o tempo, 
mcdido em horas, e h a altitude, medida em metres, de uma dada regiao. 

a) Como vai variar a temperatura em rela^ao ao tempo no instante t 9 , em uiti ponto de altitude h — A Q ? 

b) Como vai variar a temperatura em rela^ao a altitude para h = no tempo t — f 0 ? 



Figura 4.2 

Anaiisando o 1° e 2 tt enunciado. observa-se que estamos diantc de f undoes de duas variaveis e de situacoes que nos 
fa/cm lembrar a inlerpretaciio geometric jj tla derivada de fun^ou de uma variavei e de laxa de variacao, ivspecuvameriie. 

A ideia a ser usada para funcoes de duas ou mais variaveis € fazer uma analise considerando que apenas uma va- 
riavei se modifica, crtquaiUo lodas as ouiras sao mantidas fixas Esse proecdimeruo vai nos levar a detmieao de uma 
derivada para cada uma das variaveis independentes. Eissas derivadas, ditas parciais. v3o nos possibililar obter respostas 
para as questoes do l n e do 2 n enunciado. 


4,1.1 Definigao 

Sejam / : A C IR 2 -> 1R 

y) 

uma funcao de duas variaveis e (jr D , jb) € A Fixado y = %, podemos considerar a funeao g(x) 


da de g no ponto x 
6 definida por 


f(x f )$}.A deriva* 

Xfr denommada derivada partial de/ em relacao a jc no ponto ( % denotada por (jc 0s jfo) , 

d x 


(!) 


: o limite existir. 

Analogamente, definimos a derivada partial de/em relacjo a y no ponto (x^ y 0 ) por 


f(x 0 , y) - /(.v„ >n) 


(2) 


se o limite existir. 

QbservaiDOS que. fazendo x — jCq = Ajc e y A ', . 1 !■ e f 2 1 pod em ser reeseritas, respecrivameMe, por 
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r<) = Mm 


Ax 

/ [ V| | _| 


.1 i ->i 











v 0 ) = lim 





(3) 


(4) 


4,1.2 Excmplos 


Exempto 1 : C on side rand o a questao do I s engitciado T temos que T no piano y = 2, a cur^a C resultants da interseccao 

f(x,y) = l6-x*-y 2 c y = 2 

edada pete equafao 

g (x) = \2-x 2 = f (.*, 2). 

Porranto, estamos diante de uma fun^ao em * T e a indinacao da reta tangente a curva C no ponto (1, 2)4 dada dot 
d f 

■|) Gil -^-(1,2). 
d x 
Temos 

^1 jr — 1 


= Mm 
= lim 


12 


- 1 

1 - X 2 


r-M J - 1 


= lim 


* - 1 


= lim -(x + 1) 

= -2. 


Exemplo 2: No 2 Q enunciado, temos duas quesides para serem analisadas. Supondo que 
10 e h a = 100 meiros 
g(t) = T(i, 1W) 


*) - tt £ 2 + ' ~ 77— /i + 10 e = 100 metro*, podemos escrcver a funclQ 
3d 3 lOu 


-5 , 10 

+ 7' + 9 - 


A resposta a questao (a) £ encontrada anaMsando-se a taxa de variacao da func.io g (t) em fc!ac,ao a 1, no instante 
Para f y ™ 12 horas, temos 

g (12. 100)- lim r(MOO)- 7-02, 100) 
36 3 


1 lim - 


f - 12 


Calculo B - Funics de vdrlas varttvefc, intL-grais multiplas, integrals curvilineas e de superfkie 


= lim — 

r-12 t - 12 

= lim ^(r- 12) 
= 0 grau/hora. 

Analogamente, obtemos a resposta para a questiio (b). Considerando h n = 100 e t n = 12, temos 

*-m<» /i - 100 

3 °-I5a*- 29 

= km ^ — 

A-*1D0 ft - I CM) 

,- 1 -i5o ft 

A - 100 

= hrn : — 

A-*100 « - 100 

= lim — rrr 

A-HOO 100 

4.1.3 Definigao 

Sejam / : A C IE 2 1R 

uma fun^ao de duas vari&veis t B Q A o conjunto formodo por todos os pantos (x, y) tais que (x, y) existe. 

Definimos a fun$do derivada partial de I a ordem de /em relaclo a x corao a funcao que a cada (jt s y) <= B associa o 
Bf 

numero — dado por 
dx 

" ^,.,v)- H„, f ' V - Al ^ f( ' ° (5) 

0JE A.jt +0 A A 


Analogamente, definimos a fun^do derivada partial de / fl ordem de / em relacio a v. eomo 

v 4- Ay) - f f.v. vf^^^^ 


^ u : >,) 


lim — ■ 


Ob?«;rtJiinc3\ que ouir-xs noia^'ues costumam ser usadas para as derivadas parciais de l a ordem. 
repi\ 

a/ 


3f 

A derivada — (j, y) tamb<5m £ representada por 


Analogamente, as potatoes 


tambem representam — (x> y). 


^; D s f(x,y); £>,/(A >y ); A (x, v) 


Capitui.0 4 Deriva das pa rciais e f undoes difprenchivcis vJ - Iu ^-— 


Na pratk-a, podemos ohter as derivadas parciais mais fi.iL ihiLctiiL". usLnidu as rc^ras de dcrivae^) das fun^ocs de uma 
«kiivcl. Ncsjse caso T para calcular rnantcmos y ton Manic e, para caicuLar x 6 niantido constante. Os exeniplos 
aoc scguem i hi strum esse procedimenlo. 

4.1,4 Excmpios 

Exemplo 1 : Encontrar as derivadas parciais de l fl ordem das seguintes func5es: 
a) / y) = 2x 2 y + 3*y 2 - Ax 
I b) g (x, y) = Vx 2 + y 2 - 2 
I c) z = sen (2jt + y) 

dc fa): Manlendo y constante podemos usar as regras de derivac,ao para as f undoes de uma variivel. Temos 

= 4xy + 3y 2 - 4. 

o X 

Analo^umeiite, mantendo x constante, oblemos 

— = 2x 2 + 6xv. 
dy 

Sakitfo dc (b); Para a funcao g (x, y). temos 

-|(^+V-2)-W-2x 


vV + y 1 - 2 


3y ^!+^-2)-V*.^ + ^2) 

y 


Vjt 2 + y 1 - 2 

Stiucao de (e): Nesse exemplo, temos 


^ = cos(2* + y)*/-(2* + y) 
<jy <r X 


2 cos (2x + y), 
cos (2x + y) 
■■ cos (2x + y)* 


dz cJ 

— = cos (2x + y) ■ (2x + y) 

dy s 7/ dy K Jt 


se (*, y) * (0,0) 


Exemplo 2: Seja/Or, y) = { 3 * + 5 ^ 

0 se {x,y) = (0,0) 

Calcular V e ^ 

djc dy 

Svfcfcao: Nos pontes y) (€,0) podemos aplicar as regras de derivaeao, Temos 

6f = (3x l + 5y 2 ) - 2y - 2xy (6x) 
Bx (3X 1 + 5y 2 ) 2 

= 6x 2 y + lQy 1 - 12* 2 y 
(3a 2 + 5y 2 ) 2 
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_ -6x 2 y + lOy 3 
(3x 2 + Sy 2 ) 2 
a/ _ (3x 2 + 5y 2 ) * 2x-2xy (%) 
by (3x 2 + 5y 2 ) 2 

_ + 1 Qy 2 x - 20xy 2 
(3j 2 + 5/) j 
f).t = - I tJ.vv- 
" (3* z + 5 f) 2 

Para calcular as derivadas parciais de / na origem. vamos usar a delinieao 4.1.1. 
Tcmos 

2**0 a 

= iim^^- =o: 

dy y^Q y 

= liin * = 0. 

Portanto, tcmos que 

0 se = (0,0) ^ [ o sc Uy) = (0,0), 


r|.. V 


Exemplo 3: Verificar se a fungao z - In (jry) + * + y satisfaz a equa^ao 


Tcmos que 


a* a? 

a y— = x - y, 

dx 7 dy 7 


dx xy 

= l + 
-Hi 

y 


Logo t 


= 1 + x - 1 

= jf - y. 


Portanto, a equagao dada 6 satis fei la 
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4.1.5 Interpreta^ao geometrica das derivadas parciais de uma funcao de 
duas vanaveis 

No Exemplo 1 da Subsegao 4 J .2 disculinios o F enunciado, que levatitava a qucstao do cdlculo da inclinacao da 
wba langente a uma curva C em um ponto P. Vamos, agora, obter a interpretacao geometrica das derivadas parciais. 
Vamos supor que 

/ : ,4 C 1R* -+ JR 


aimitc derivadas parciais cm ( x lh y (] ) G A 

Para y = ^ temos que / j^) € uma ftiocSo de 
variavd cujo graTico € uma curva Q, resultants da 
i^ao da superficie z — f (x T y) com o piano 
= v Cl (ver Figura 4.3). 
A indinacao ou coeficiente anguJar da reta tangent* 
C] no ponto J 3 = (x i} , y i} ) 6 dada por 


Pai 

II IZTJl \ dl 

II inicr%cc. 

I = v n l 


tgflf 


Mde a podc scr vi sua Li/ .ado na Figura 43- 

De maneira analoga, temos que a mclittacto da reta 
lageuie a curva C 2t resultante da interseccao de 
(jc, ^) com o piano X = A,), 6 

(Ver Figura 4,4) 



(*>) 


Figura 4.3 






/ V 


Figura 4.4 
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4.L6 Exemplos 

Excmplo 1 ; Scja z = (-> - X z - y ? . Fncmitrar u inclm^'fio du rota tan^erKe h iwvn ( rvsuliHnii; ilu iri[L.T\L-c^"io dc 
z - f (jc, y) com x = 2 T no ponto (2, 1, 1). 

Soltx^o: No piano x = 2, a equacao da curva C 2 dada por g (y) = f(2 r y) = 2 - y 1 . A sua inclinacao, no ponto 
(2, I, I), edada por 


Como — = -2y e — (2, 1) = -2 S temos 
<?y J 3>' 1 7 


A Figura 4.5 i lustra esse exemplo. 



Figura 4.5 


Excmplo 2: S-eja i = 2.x 1 + 5y'X — I2x. Encontrar a inclinacao da reta tangente a curva Cj, resultante da inter- 
seccSo de z = f (x, y) com y = 1, no ponto (2, 1, —6). 

Solucac: No piano y = 1 a equacao da curva C t e" dada por 

g <*) - f(x, 1) - 2* 2 - Ix, 

c sua indinacao no ponto (2, 1, -6) 6 


Temos 


■ 4jt + 5j 3 - 12 


11 

dx 


(2, 1) = 4 ■ 2 + 5 ■ l 2 - 12 = 1. 


Pdrtanito, tg a ! , 
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4.1.7 Derivadas parciais de f undoes com mais de duas variaveis 

Podeitlos general izar o conceito de derivadas parciais de l B ordem para funqoes com mais de duas variaveis, 
Dada 


obier it derivadas parciais de l d ordem: 


dx/ Bxj 


tf = [[m + ^x lt x 2 x„) - 

A*, 


A*, -Ml 

f = *■ 

dJt 2 Ax, -MI 


9f_ = Jjm * 2 + A j 2t j 3 -Q - /( Jf t , Jf2 , *„) 

Aj 2 


hx a a*„-»o 


4.1.8 Exemplos 


brmplo 1 : Calcular as derivadas parciais de I a ordem da funcao 

/ (x r y,z, f.w) = xyz ♦ In (x 2 + t 1 + w 1 ). 
iA^ao: Essa £ uma funcao de cinco variaveis, Portanto. temos cinco derivadas parciais de 1 3 ordem; 


B£ <tf Bf_ Bf_ df_ 
dx* dy y di 1 bt 9w 


Para calcular ~ vamos usar as regras de derivacSo, considerando y, z,/ew como constables. Temos, entao, 


fit 


xyz*— [In (** + f 2 + w 2 )] + In (jc 2 + r 2 + w 2 ) ■ — ( j y* ) 
djc dx 


- (x 2 + t 2 + w 2 ) 

jc 2 + f 2 + w 2 
2a 


+ yz ■ In (x 2 + t 2 + w 2 ) 


"jiff * ' 2 + >A 


Dc maneira andloga, obiemos: 


*z - In (x 2 + t 1 + w 2 ) ~ (y) 
dy 

= j« , In (x 2 + t 2 + iv 2 ). 
= *y*ln (* 2 + f 2 + w 2 ) -^-(z) 
*y * In (V + / 2 + w 2 ) 
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-*J*V + ? + w 

j ! + i J + «^ 

— + f + IV 2 ) 

" * 2 + + w 2 


4.2 Diferenciabilidade 

Nesra secao, vamos estender o concerto de diferenciabilidade de funcdes de uma variivel para as f undoes de duas 
variaveis. 

Sabemos que o grafico de uma func,ao derivavel de uma vari£vc1 constitui uma curva que nao possui pontos angu- 
losos, hio i, uma curva suave, Em cada porno da grlfko temos uma reia tangente utiica. 

Similannente, queremos caracterizar uma fuucao difcreueiavel de duas variaveis, /(*, y), pe]a suavidade de seu 
grafico. Em cada ponto (x 0 , y^, f(x 0> y 0 ) ) do grafico de /, deverd existir um tinico piano tangente, que represcntc uma 
"boa aproximacao'* de / perto de (x Qf y^). 

Para entendermos o que signifiea uma ""boa aproxima^ao" para a funcao /perto de (x 0 , y^)^ vamos trabalhar ini- 
cialmente com uma funcao derivavel / : IR— ► 1R. Sabemos que, se/e" derivavel no ponto x^ sua derivada /' ( j 0 ) e dada 
por 




"1 








<1) 


Podemos reescrever a equacao (!) come> 


Mm 

J£-*j£,| 


fix) ~/(*o) 

x - X o 


■/'(**) 


I- 1 ' 


(2) 


A cxprmao (7) nos dtz. que a funcao 

y = f{xo) + /'(*&)(* - *q), 

que e* a reta tangente ao grafico de / no ponto ( jc 0 , f(x Q ) ) , e" uma "boa apraximacao" de/ perto de x Q . Em outras palavras> 
quando x se aproxima de a diferenca enlre f{x) e y se aproxima de zero de uma forma mais rapida. 
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A Figura 4.6 i lustra essa situae,ao. 



Figura 4.6 

Assim coma a derivada de uma funclo de uma variavel esta ligada a reta tangente ao graTico da func.ao, as dcrivadas 
^KestEo relacionadas com o piano tangcnte ao grifico dc uma fun^ao de duas variaveis. No entanto, nesse ultimo 

devemos fazer uma andlise bem mais cuidadosa, pois somente a exislencia das dcrivadas parciais ilio garante que 
cri um piano taugente, como veremos mais adiante, POr enquamo, vamus ratiocinar mais intuitivamente, dispen- 
iDum poLico o formal is mo. 

df 

Como vimos na S ubse^ao 4.1 .5, a deri vada partial (x^ yo)6o coeficiente angular da reta tangcnte a curva de i nter- 

&x 

do piano y = y^ com a superffcie z - f ( r T y), no ponto Da mesma forma, 7^- (.v rh v r o) ^ o coeficiente 

da reta tangente a curva de interseccao do piano x = x Q com a superffcie z - f ( >)> no ponto (* 0 , j^>) (ver 
4.3 e 4.4). 

intuiiivamcnic, pereebernos que essas retas tangcntcs dcvcm csiar contidas 110 piano tangcnte a superffcie, se esse 
existir (ver Figura 4.7), 



Figura 4*7 

Assim, se o piano tangcnte a z = f {x, y) y no ponto (* nT yb,f(xo, y^)), fosse dado pela equaqao 


Calculo B - Fumjoes rfe varias variavcis, integrals mulliplas, integrals curvilineas e de superficie 


terfamos que: 

a) sua indina^ao na diregao do eixo dos * seria 


b) sua inriina^ao na direcao do eixo dos y seria 


c) o ponto (x 0 , y 0 , >b)) satisfaria a equa^ao (3), ou seja. 


(4J 


Substituirido (4) e (5) cm OX obteriamos 


h [ x , v ) ~ — (.t,„ yQx - — (jf u , >b)y + c. 

II- inimi.tii.Aii iiiAinmittWHiwlriiiy 


Substituindo (6) em (7). terfamos 


df 


(61 


(7) 


(8) 


Final men le, substituindo (8) em (7), obteriamos 
■ Mi) 


(9) 


Assim, na situacao em que existir o piano tangente ao grffico de s = / (x, y) no ponto (x 0 , )fa,f(x a > jfo)) t 
piano seri dado pela equacao (9). 

Podemos, agora + imroduzir o conceito de funcao diferenciavel. De unia maneira informal, dizemos que f(x> y) 
difcrcuciuvd em (.v r> y u ) sc <> pbno dado pda equi^ao (9) iujs forncec uma "boa aproximacao" para /(.r, y) perto 
(xo, y n ) r Ou seja, quando (a, v) se aproxima de a diferen^a entre y) tz = ft (*, y) se aproxima m 

rapidamente de zero. Temo& a scguinie rJefuitgio: 

4.2.1 Definiqao 

Dizemos que a funcao /(*, v) e diferenciavel no ponto (jt 0 , y$) se as derivadas parciais — {x§, j%) e - — (x Qy 
existem e se .\ y 


lim 


fix, y) 


v,..,,^,,,* .,:!«:, ,7-4 


00) 


onde 

l(Xy) " (x Q ,yo)\ 

representa a distancia de {x y y) a (jc 0 , >^) t que £ dada por V(jr - jc 0 ) 2 + (y — )fo) 2 . 
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Dizenios que /e diferenci£vel em um conjunto A C D (f), se/for diferenciaVel em todos os pontos de A. 
E importantc rcssaltarmos os seguintcs pontes sobre a dcfitiicao 4.2.1: 

• Para provar que uma lunclio € diferenciavd em (x 9 , y^) usando y definit.ao, devemos mostrar que ys derivadas 

parciais cxisiem em {x^ >fo) e T ale*m disso, que o limits da equaelo (10) e zero. 
» Se uma das derivadas parciais nao existe no ponto (x^ ytj),/ nao e" diferencidvel nesse ponto, 

. L o limite dado m eqnae,3o (10) for diferente de ?jcro ou nao existir,/ nao sera 1 difereneiavel no ponto (.%, y a )> 
mesmo se existirem as derivadas parciais nesse porno. 

E importante, ainda, observar que nem sempre e" facil usar a definiejlo 4.2.1 para mostrar que uma funeao 6 dife- 
Exivel. Mais adiante T na Suhsegao 4.2.4, veremos um crite'rio que nos permite concluir que muitas funcoes. que apare- 
'■mti freque memento na policy, sao difcrenci&veis. Antes disso, no entanto, vamos ver que loda funclo difererjci&vel € 
K^fetLa e aprcscnlar alguris exemplos envoi vendo a defmigao 4.2. 1 . 

4L2.2 Proposrqao 

Se f(x. v) ^ diferencidvel no ponto (* 0 , y 0 ), entao / e" contfnua nesse ponto. 
f ffh*wa : Devemos mostrar que 

Iim /(x, y) = /(* 0l jfo) 


Como/e diiercrieiavel em {x Ui >',,)> temos que 


Iim _ 


V(x - x 0 ) 2 + (.y - >b) 2 


. "rip Iim V' (a a*,,)" ' ( v v„) J - (I, usando :i pmpriciliidc 3.12(cJ, pndenio> excrcver 


am 


fix, y) - /(* 0> >b) ~ (*y >b)l> " *o] ~ ^ ft)[y " ft] 


V(* - j^) 2 J f> - ^) 2 = 0 


Um y) - f(x 0 , y 0 ) - ^ ( >^)[jr ~ x »] ~ fab " J^ol] = 0. 


Como Iim (j - x 0 ) - Oe lim (>j - >' & ) = 0. usaudo as propriedades 13.2(b) e 13.2(a), ynncluinios que 

I'm [/(jt,>) -/{j:o^)] = 0 


Snalmenle. que 


Logo, / 6 contfnua em (x 0 , y^). 


4_2.3 Excmplos 

^bcmplo 1 : Usando a defini<;ao 4.2.1, provar que a fun^ao /(x t y) = jt 2 + y 2 ^ diferenciavel em 1R?. 
' 5*ucao: A funcao dada possui derivadas parciais em todos os pontos ( jr 0> j^) G 1R 1 que sao dadas por 
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~ (*c» tt>) = 2 *° e ^~ >*>) = 2 ^»- 
Assim, para mostrarmos que / 6 diferencidvel em JR 2 , resta verificar que para qualquer fe, y^) E IR 2 . 0 limite 
equacao (10) e zero. Se chamamos de I esse limite, temos 

L = lim x 2 + f ~ yl + ~ *J + 2 ^[>' ~ JfaB 
= m x 2 -2xx 0 + xl + y 2 -2 yyo + 


V(x - jc 0 ) a + (y - }^) 2 


: ^ m / 

lim V(* - + (jr - y*) 2 = 0. 


(x - x 0 ) 2 + (y - y^) 2 


Logo,/ e* difereneiavel em IR 2 . 

Exemplo 2 : Verifique se as fuiicres datias sao difercnciaveis na origem. 
a) / (x, y) - Vx 2 + y 2 


b) /fe y) 


c) /fey) 


0, 


ar + y 2 
0, 


fey)* (0,0) 
fey) = (0,0) 

fey) * (0,0) 

fey) - (0.0) 


Sofucao de (a J: Vamos verificar se a funcao dada + / fe y) = Vr + /, tern derivadas parcfais na origem. Lbandb 

/fe0)-/(0,0) Vjc 2 
definicao 4 ] , l t vamos verificar se o limite lim — — = lim existe. 

.r-tl X x-»D x 

Para analisar se esse limite existe, vamos trabalhar com os li mites laterais, Temos 

V? 


km = 1 

*->o* x 


lim - 


-1. 


Portantcu o limite nSo existe e. dessa forma, conduimos que j- (0,0) nao existe. 
Logo,/ nao £ difereneiavel na origem. 


Solu<;ao de (b): A funcao dada nesse exemplo e J 

/fey) = 


0, 


fey) f (0,0) 
fey)* (0,0) 


De acordo com a proposicao 4.2.2, se / nao 6 continua no porno (x 0 , >&),/ nao sera" difereneiavel nesse 
Vamos, entao, verificar se a funcao dada e continua em (0, 0), ou seja, se 

Km /fey) = /(0,0). 


Temos que lim 


. £ indeterminado. 
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Fazendo x tender a zero pelo eixo dos obtemos 


lim 


Fazendo x tender a zero pelo eixo dos y, vem 

lim = lim ®. = n 

X^O ^2 + ^2 y-K) y2 

PortaniOs nao existe lim f(x,y) e t assinru/ nao £ conimua em (0, 0). 

.t-"0 

y-H> 

Logo, /n?io t£ diferetieiavel na origem. 
; Sefacao de (c): Vamos, inicialmente, verificar que a funcao dad a tern derivadas purdais na origem, Temos 


lim 


0-0 


tfy >-»o y - U 

= lim^ = 2 

y 


Vamos. agora, verificar se o I i mite dado na equacao (10) € zero. Temos que 

f(x, y) - [/(0, 0) + 2£ (0, 0)[x - 0] + g (0, 0)[v - 0] 
| (*,>>)- (0,0) | 

2y> 


x* + 


■ [0 + 0 (x - 0) + 2(y - 0)] 


VV + y 2 
2y* - 2y (x 1 + y 1 ) 
x 2 + f 
Vx 2 + y 2 
-2x 2 y 


Portanto, devemos verificar se existe 


lim 


-2x 2 y 


Fazendo (x, y) — * (0, 0) pelo eixo dos x, lemos 

Fazendo (x, y) -* (0. 0) pelo* ponlos clrj semi-reta y = > 0, lemos 
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Mm 


-2x z y 


_V2 
2 " 

Logo, o limit? dado na cquacao (10) nao existe e t portanto.,/ nao 6 diferenciavel na origem. 
Esse exemplo i lustra o fato de que a existeiicia das derivadas pareiais nao 6 eondieae sufieicnte para que uma funci» 
seja difereneiaVel, Temos a seguinte proposicao; 

4.2.4 Proposi^ao (Uma condi^ao suficiente para diferenciabilidade) 

Seja O 0 , >b) urn porito do donu'nio da funcao f(x, y). Se y) possui derivadas pareiais — e — em urn cm- 
ox dy 

junto aberto A que contem (x 0 , y 0 ) e se essas derivadas parciais sao commuas em {x^ y^) t entao/ € diferenciavel em 
(*o> yo)- 

Af (if 

Prova: Como por hiptftese as derivadas parciais — (x a , y^} e —(x<j, jfo) ex i stem, de acordo com a defmicao 4.2.1 
devemos mostrar que ^ x ^ 

7 (x. y) - f{x ih }%} - — [x 0r )h)[x - x 0 ] - — (x 0 , )b)[y - )&J 

— ■ — - = o. (11) 1 

\{*>y) - (-Wu)| 


-2^ 


Como o conjurtfo A 6 aberto e %) € A existe uma bola aberta B = B((x$, y^), r) que est£ contida em j 
Tomamos (x, y) E B. 
Temos 


(12) 


Vainos supor inicialmertte que y pcrmancce fixo, Entao a fumcjo / pode ser vista como uma ftrcg&o de x e sua deriwi 
da parcial em rela^ao a x pode ser vista como a derivada de uma fun^ao de uma varia'veL 

Como / tern derivadas parciais ern todos os pontes da bola aberta B, usando o tcorema do valor medio (vcr Calculi 
A r 6 a edic^o, Suhse^ao 5,5,2), concluimos que existe urn ponto x entre x 0 e Jt taJ que 


Da mesma forma t podenios dizer que existe urn ponte y entre y 0 e y tal que 


(14) 


Usando (13) e (14) podemos reescrever ( 1 2) como 
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Port an to, o quociente do limile dado na equac.ao (12) podc ser escrito como 


VU r 0 ) 2 + (v - y 0 ) 2 " 


Agora, usando as propriedades de limite, vamos mostrar que o limite dado na expressao (11) € zero. 
Ifemos que 


V<* - x 0 f + (y - j^) 2 


1 e 


•• E. 


Por oulro lado, eomo sao contmuas cm ( jfo) e jc e y estao entre JC rt e * e y> e y, respectivamente. tenios 

aX dy 


r-*j^ I dx 9x 


Urn 


Fortanto. usando as propriedades 3.3,6 e 3.3.2(a). coneluimos que *> limite dado pela expressao (II) l ; zero. 
Logo, / diferenciavel no ponto (x 0 , y 0 ). 

A proposicao 4.2.4 d muilo titil para verificarmos que muitasdas funcoes mais usadas no Cdleulo sio diferencidveis, 
e ilustradn nos cxcmplos que seguem. 

4J.5 Excmplos 

""□In 7 : Vcrilicur que as f undoes a seguir sao dilcrenciaveis cm IR : 

I i) /(* T y) = x 2 + y 2 

y) = 3xy 2 + 4x 2 y + 2xy 
c) /(*,y) = sen(xy 2 ) 

de (a): A funcao f(x, y) = jc 2 + y 2 tern derivadas parciais em todos os pontos (x,y) € IR?, que sao dadas 


r = 2 * 

ax 


By 


2y. 


Como essas derivadas parciais sao continues em IR\ coneluimos que/ e' diferenciavel era IR 2 . 
"O de (b): A funcao dad a 

f(x* y) = Ttxy 1 + 4x 2 y + 2xy 

na funcao polinomial que possui derivadas parciais em todos os pontos de IR 2 . 
As suas derivadas parciais tambem sao funcoes polinomiais e, portanto, sao contmuas em IR 2 . 
Logo,/ e difcrcneiave) cm iie. 

Observamos que o raciocinio usado nesse exemplo pode ser general! zado para qualquer funcao polinomial. 
iduimos, entao, que as funcoes polinomiais sSo diferenciaveis em IR". 
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Soluqao de fcj: A funcao 

f(x,y) = sen (xy 2 ) 

tem derivadas parciais em todos os pomos de 1R 2 T que sio dad&s por 

df df 

— = y 2 cos(jty 2 ) e — = 2jty cos (jty 2 ), 

ax * By 

Como essas derivadas sao contihu&s em IR 2 t /e' diferenciavcl em K 2 . 
Exemplo 2 : Verificar que as funcdes dadas sao diferenciaveis em todos os pontos de IR 3 , exceto na origem: 

b) f(x, y) = Vx 2 + y 2 
Solucao de (a): Em todos os pontos (x T y) € IE?, (x f y) # (0, 0), a funcao 

; ] 

tem derivadas parciais, que sio dadas por 

af _ -x 2 + y 2 a/ _ -2xy 

dx (x 2 + y 2 ) 2 6 by (x 2 + y 2 ) 2 ' 

Como essas derivadas sao funcoes raeionais cujo denominador se anula ape n as na origem, elas sao continues t 
IF? -{(0,0)}. 

Logo* / ( A", v) c difcrendavd cm todos os pontos de IR*, exceto na origem, 
Solu^ao de (b): A funcao dada 


f(x,y) = VrT/ 

tem derivadas parciais em todos os pontos (x, y) € IR 1 , (x. y) ^ (0, 0). Suas derivadas parciais sao dadas por 

3* V? + y 2 ^y V* 2 + y 2 

Essas derivadas parciais sao contmuas em todos os pontos de IR 2 * exceto na origem. 
U>g&,f€ difcrencidvel cm W? -{fO, ())}- 


4,3 Piano Tariff en te e Vetor Gradients 

Na Scc&o 4.2 vimos que, quando cxislir, o piano tangents ao grafico de uma funcao f(x> y) serii dado pela equacJo 
(9). No entanto, nem sempre o piano dado por essa equacao existe e, mesmo se existir, podera nao ser tangente ao gr4^ 
fico de / Podemos visualizar isso, analisando os grafico.? das figuras 4.8 t 4.9 e 4 JO, 

Na Figura 4.8, ternos o grafico da funcao f(x s y) - x 2 ■+ y 2 , Esse grafico re pre sen la uma superfieie "suave", que 
possui piano tangente em todos os seus pontos. No Exemplo I da Subse^ao 4,2,3> vimos que essa funcao 4. diferenciaV 
ve t cm todos os pontos de IR 2 . 
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Figura 4.B 


Na Figura 43, temos o grdfko da funejo f(x, y) = VV + y 1 , que apresenta urn ponto anguloso na sua origem, 
admitindo plana tangents nesse ponto. No Exemplo 2(a) da Subsecao 4,2.3, vimos que essa funcjio nio tern derivadas 
nab em (0, 0), nao sendo diferenciavcl ncssc ponto, Nesse exemplo. o piano dado pela expressao (9) nao existe. 



Figura 4.9 


A Figura 4. 10 mostra o graTico da fumjito 


0, (x,y) = (0,Q) 
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Nesse exemplo„ no ponto (0, 0 S 0) s o piano da equagao (9) exists, mas nao 6 langente ao gi^fico dc /. No Exemplo 
2(c) da Subse^ao 4.2.3, vimos que essa func^o admite derivadas parciais, mas nao e' diferenciavel na origem. 
Teinos a segninte definicao: 

4,3.1 Definite 

Seja f : IR 2 IR diferenciavel no porno (x 0s v 0 ). Cham am o s piano tangent e ao graTico de / no ponto 
(x»t Jb- /C^on Jb)) so piano dado pela equagao 


0) 


4.3,2 Exemplos 

Deternimar., se exist! r t o piano tangente ao graTieo das f undoes dadas nos pontos iudieados. 

a) z = x 2 + y 2 ^(0,0,0); P 2 (l, 1,2) 

b) z = Vlx 2 + y 2 (0,0,0); P 3 (1 T I, >/3) 

Solugao de (a): A fungao z - x 2 +■ y 2 e diferenciavel em todos os ponlos de IR 3 . Suas derivadas parciais sao dada* por 

— — 2x e — - = 2y. 
dx dy 7 

Substituindo P,(0, 0, 0) na equacao (1), obtemos 

z - 0 = 2 - 0 ■ (jt - 0) + 2 ■ 0 ■ (y - 0) ou z = 0, 
que ^ a equagao do piano tangente ao graTico da fungao dada no ponto P 3 . A Figura 4.1 1 ilustra esse exemplo. 


+ z 

1 
1 



Figura 411 

Substituindo o ponto P 2 ( 1, 1,2) na equagao obtemos 

j-2 = 2'l-0t-l) + 2-l-(y-l) 
que £ a equagao do piano tangente no ponto P>. 

Solugao de (b): A fungao dada nao tern derivadas pareiai* em (0 T 0) (ver Exemplo 2 da Subset, ao 4.2.3). Portanto, nao 
6 diferenciavel nesse ponto e seu grafico nao ndniiie piano tangente em /'(f), OJT), 


2v + 2y - z - 2, 


Caphulo 4 Derivadas parciais e funcoes dif'ercndavcfs 


Fora da origem, a fun^ao dada e diferenciavel. Suas derivadas parciais sao dadas par 


2x 


rl- 


V2x 2 - y 1 dy Vlx 2 + y 2 

Substituindo na equac.ao (]). obtemos a equa^ao do piano tangente, que 6 dada por 

z - VI = 4= (* - *) + -7= (y - l > ou 2 * + y - = °- 

V3 V3 

Qbservamos que, usando o produto escaJar de dois vetores, a equacao do piano tangente pode ser rccscrila como 

O vetor {x 0 , j^), ™ (x 0 „ y^)^, formado pel as derivadas parciais de l u ordem de/, tcm propriedades interes- 
ts e aparece frequentemente em urn curso de Calculo. Vamos explora-lo detalhadamente no Capftulo 6, mas e inte- 
ante introduzi-lo neste momenta. Temos a scguinte defim^ao: 

1*33 Defini^ao 

Seja z — f{x r y) uma funcao que ad mile derivadas parciais de l fl ordem no ponto (x& y (t ). O gwdiente de /no 
* ( x fh fy) ■ denotado por 

grad f( x& yo) ou Vf(x 0t y^ , 

n vetor cujas componentes sao as derivadas parciais de 1* ordem de / nesse ponto. 
Ou seja, 


gradfix^yo) = ^— (x 0 .Jb)» — (*o, Vq) J. 


Geometricamente, interpretamos V/(jc u , yo) como urn vetor aplicado 110 ponto (jt 0 , isto e\ trastadado paralela- 
■eate da origem para o ponto (x^ y^). 

Seestamm rnttiiilbjmdooirri tini [nnint "L-riifricu ( a, y). HMmhitcritL- rcpi-L-vgri![imu\ « u.ior "rjMlicnle por 


es de mais d< 


Analogamente t definimos 0 vetor gradients de funcdes de mais de duas variaVeis. Por exemplo, para uma funcao de 
ir varidveis w - f(x, y\z), temos 


4.3.4 Exempfos 


Extmplo 1 : Delerminar o vetor gradiente das funcoes: 
a) z - 5x 2 y + — y 2 


b) w - xyz . 
SoiLtcao de (a J: Temos 
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So I u can de (b): Temos 

Vw = (yz 2 , xz 2 * 2xyz) . 

Exemplo 2 : Determiirar o vetor gradiente da fun^io /(jc, y) = x 2 + ^ y 2 no ponto (1,3). 
Tern os 

V/= (2*,y); V/(l,3) = (2,3). 


Exem plo 3 1 Determinar o vetor gradients da fun<^So y) = Vl - x 2 - y 2 em F^O, 0) . 
Temos 

= Q (1 - x 2 - yV l/2 " ("?*); | /)" 1/2 ■ ("2y)) 

" ( Vl - jf 3 - y 2 ' Vl - - y 2 ) 

No poiHo Pq(Q* 0) t temos Vg(Q, 0) = (0, 0), ou seja T o vetor gradiente se anula no ponto (0, 0). 

Observando o graTico da fungao dada na Figura 4.12, vemos que essa funcao aprescnu urn valor maxima na origera. 


7 


1 



Figura 4.12 

No Capftulo 5, vetemos que os extremes relatives de uma funclo diferenciivel /(jc, y) estao em pontos ondc 
V/ = Q> 

Uma das mais importantes propriedades do gradiente de f{x,y) 6 que ele & perpendicular as curvas de nfvel de /. 
A seguir, enunciaremos essa propriedade e daremos exemplos. Na Se^ao 4.7, faremos sua demon straclo^ como uma aplj- 
cacjo da derivacSo implicita. 

4.3.5 Proposi^ao 

Seja / (jc, y) uma fun^ao tal que, pelo ponio P (t {x 0 , fy), passa uma curva de nfvel C k de/. Se grad /(jc U( y^) nao 
for nulo, entao ele 6 perpendicular a curva C k em (x 0 , y 0 ) , isto e, ele £ perpendicular a reta langeme a curva C k no 
porno O 0 ,y 0 ). 

A Figura 4,13 i lustra geomeiricamente esse resuliado. 

E importante observar que o vetor gradiente est! situado no piano xy\ que £ o domfnio de defini^ao da fun^ao dada. 
Al£m disso„ ele estd apiicado no ponto (x iy . y$), ou seja, ele foi [rasfcidikk) paraJe [amenta da on^em para esse ponto. 
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S Vn 

nr^ri f ( y. v \ 

^i/' du ' 1*0' 70/ 
1 

1 \ 
1 \ 


* J 


_^ y C,:f(x.y) = k 


Figura 4.13 

3.6 Exemplos 

nplo 1 : Verificar a proposicao 4.3.5 para a funcao / (at, v) = x 2 — y, no ponto /o(2, 4). 

Pelo ponto P 0 passa a curva de nfvel Co, da funcao / (x, y), dada por 
C 0 : f{x, y) = 0 ou x 2 - y = 0 
L«nda, y = x 2 . 

Para verincarmos que V/(2, 4) e perpendicular a reta r. tangente a curva C 0 em (2, 4), devemos lembrar que: 
**No piano xy, um vetor (u u u 2 ) e perpendicular a uma reta f, se 

k r k 2 =-\ 

u? 

s ik, e" o coeficicntc angular da reta / e k 2 = — e o coeficiente angular do vetor (w,, u 2 ) n . 

Da interprctacao geom£trica da derivada de funcdes de uma variavel, temos que, no ponto (2. 4), o coeficiente angu- 
r da reta tangente a curva C 0 6 dado por 

k x = y'(2) = 4. 

Por outro lado. temos que 

V/=(2*,-l) e V/<2.4) - (4,-1). 
Assim, o coeficiente angular de V/ (2, 4) £ dado por 
-1 


Temos. cntao. 


-1 


k\ - k 2 = 4 - — = - 1, 

•eja, o gradiente de / (.t, y) no ponto (2, 4) 6 perpen- 
a curva de nfvel de /. nesse ponto. 
A Figura 4.14 iluslra esse exemplo. 



y f 


__f > o/v(2, 4) 


2 x 


Figura 4.14 
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Exemplo 2: Rncontrar a L-quacao da reta perpendicular a curva x 2 + y l = 4, no porno V5). 

Solucao: A curva dada € uma curva de nivel da funcao f(x,y) = x 2 + y 2 e passa no ponto . Asshn. 

V/ e" perpendicular a curva dada nesse ponto. 
Temos 

V/= (2jc,2v);V/(1 > V / 3) = (2,2V5). 
A iridinacao da rela t, perpendicular a curva dada no panto P, coincide com o coeficiente angular, k 2 , do 

V/(1,V3), Temos 



Conheeendo a iuelinaeao da reta procurada c sabendo que da passa no ponto P. podemos escrever sua equacao, _ 
£ dada por 

v- V^ = V3(x- 1) ou y = \fix. 
A Figura 4.15 ilustra esse exemplo. 








t / 



Figura 4,15 


A proposicao 4,3.5 pode ser generalizada para funcoes de Ire's ou mais variaveis. Para tur^oes dc tr^s variavea*, 
temos o seguinte enunciado: 

Seja f{x, y, z) uma funcao lal que, por um ponto P do espaeo, passa uma superficie dc nh el 5 dc/ Si- . 
nao-nulo em P, entao grad f e normal a S em P. 

Essa prapriedade do vetor gradients £ faeiimenle demonstrada no contexto do Cdiculo Vetorial e pode ser eno*- 
trada na Secio 4,4, Capitulo 4, do livro *'CdfcuhC- Funcoes Veroriais, integrals CurviUneas, Integrals de Superficial 
de nossa autoria. 


4,4 Diferenciat 

A diferencia! de uma funcao dc uma variavel, y — f(x), 6 aproximadamente igual ao acr&scimo Ay da van a 
dependente y. De forma analoga. a diferencia! dc unia funcau dc duas varidveis* Z — f(x> v), e* uma funcao ou trans- 
formacao linear que melhor aproxima o acrescimo Az da variavel dependente z. 

Nas sccocs 4.2 e 43 discutimos que o piano tangentc a superffcie z — f(x % y) T no ponto (x 0i y^}, quando exists, i 
o piano que ' melhor aproxima 1 a superficie perto do ponto (x 0 , jfo). 

Temos a seguinte definicao: 


Cap i ruLO 4 Derivadas parci sis c fu riffles d ifcrcnci aveis 


t4,1 Defmi^ao 

Seja z = f{x r y) uma fnnqao diferenciivel no ponto (* 0 > Jb). A differencial de/em £ definida pela funcao 


•ansformacjo linear 


T(x - * u , y - y„) = -f- (x 0 , y 0 )[x - x 0 + -f- (x Q 


(i) 


A = x - x 0 e A = y - ft. 
Observamos que: 


Comparando a equacao ( 1 ) com a equaclo do piano tangente a superffcie z = f{x,y) (equac^o (IX Se^ao 43), 
podemos vcr que a transforma^ao linear Tnos d£ uma aproximagao do acr&cimo sufrido por_fquand<> pas- 
samos de (xq, y c ) para (*, y) s ou seja, 

A* = f{x y y) - f(x 0i yh) 


E comum di/cr que 


i/ if 

— y 0 )[* - x 0 ] + — (xo, tf,)[y " Jb] 

e a differencial de / em J%) relativa aos acresciinos A x e A v, onde 
A* = x - x 0 e Ay = y - ft. 

Em uma nota^So classics, definimos a diferencial das vjuiaveis independences x e y como os acrescimos Axe Ay, 
rcspcclivamente, isto e\ 

d.v = A v 
dy = Ay, 

Nesse contexto, a diferencial de /em (x, y) T relativa aos acrescimos A* e Ay, £ indicada por dz ou ^ onde 


dz = — (x f y)dx 


(2) 


A expressao (2) tambem e denominada diferencial total de / (x t y). 

Toda trdnsforma^ao linear dc IR" IRpodc sex idemuficada por uma matrte 1 X n em rdacSo a base can6ni- 
ca de IR". No caso da trans to i iikl^Tlo linear defhuda em ( 1 h temos a matrix 1 X 2: 


Os elementos dessa matriz sao as components do \eior gradienfe e. em alguns contextos, cla aparccc com a deno- 
mc^-ao de derivada da funcao / no ponto (x Qi yQ . 
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4.4.2 Exempbs 

Exemplo 1 : Calcular a diferencial de f(x,y) = x + \/xy no ponto (1, 1). 
SolLi^ao: Usando (1 ) lemos 

T{x- Ly-l) -^(i.i)[*-i] + ^O.i)[y-i] 


Como 


3x 


1 + * 


a/. 


T(x - - 1) - (l + ^7=) [* " 1] + ^vfTT^ " $ " f<* " 1) + \& " Ue 


piKlLTnos rctiitTcvcr /'wwno 


Usando a notacao classica, temos 


Exempto 2: Dada a funcao z = x 2 4- y 2 - xy 

a) Derernunar uma boa apmxim^ao para o acrescimo da vari£vel dependent quando (x, y) passa de (I, I) ps 
(1,001; 1,02). 

b) Calcular Az quando as variaveis independents sofrem a variacao dada em (a), 
Solu^ao de (a): Usando (1), temos 

A«fi g (1, 1)[1J001 - 1] + f y (U)[l,02 - 1] 

as (2 - 1 - 1) ■ 0,001 + (2 -1-1) ■ 0,02 a 0,021. 

SolucJo de (b): Para a funcao dada z = x 2 + y 2 - xy podemos escrever 

Az = /(I, 001; 1,02) - /(I, 1) = 0,021381, 

Observamos, diante dos resultados obtidos em (a) e (b)„ que o erro decorrente da aproxima^ao nesse exemplo e de 
0,00038 L 

Exemplo 3; Dada a funcao z = xy - x 2 y mostrar que o erro obtido quando usamos dz como Az tende para zero 1 
quando Ax — ► 0 e Ay — ► 0, 

Usundn a notacao daisies, podemos escrever 

dx dy 


O acrdscimo Az £ calcutedo como 

Az = f(x + Ax,y + A>>) f(x, y) 

^ (x + Ax)(y + Ay) - (x + Ax) 2 - (xy - x 2 ) 


(3) 
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De (3) e (4) podemos escrever 

Az — dz — Ax * Ay — (Ax) 2 

Fortanto, o eiro e" dado por R{ Ax, Ay) = Ax - Ay — (Ax) 2 e 

lim RiAx, Ay) = 0. 

Exemplo 4: Calcular a diferencial das seguintes funcoes: 

a) z - sen 2 xy 

b) z = In (x + y 2 ) 


o de (a): Temos 


dz = ^ l dx + ^dy 
dx dy 

= 2 (sen xy)(cos xy)y dx + 2 (sen xy) (eosxy) x dy 
= 2 sen xy cos xy (ydx + x</y). 


iU^ao de (b): Para t = In (x + y 1 ), temos 


6? 1 0z 2y 

e 


x + y 2 dy x + y 2 ' 

Logo, 

1 - 2y J 

dz = j dx + — ^r^y, 

x + y 2 x + y 2 

4,4.3 Diferencial de urn a funcao de tres variaveis 

A dcfini$io AAA pode ser estendida para fgncfles do ires ou rnais variaveis, Por exemplo, para o caso de ires va- 
- 1 c:s. pudumos dizcr que a diferencial dew = /(x, y T z) em (x 0j y$ y Zq) € deflnida pela funcao ou transforma^ao 
tear 


Na notacio classica, temos que a diferencial de/e' dada por 


dw = — {x, >\ z)dx + — (x s v, z)dy f J (x t y, z)^. (6) 


1 4.4.4 Exemplos 


Exemplo 1 ; Calcular a diferencial da funcao / (x f y, z) = x 3 yz + 2x - 2y no ponto 2, i^. 
Srfuclrj- Para apticar (5) T riecessUamos das derivadas parciais de I fl ordem de/ Temos 

f = 2* W + 2 
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dy 
Bf 


9z 


x y. 


Assim, 


r ( I - I .,. ! . ; .i).tt(,,i) [ ,_ llt g(, l i), y _ 2] ^(,. 2 .i)[ ! .i] 

= 4(x-l) -\{y~2) + 2(z-0 
Usando a notacio classica, temos 


Adx — -dy + 2ffz r 


E X em p 1 0 2 : Calcular a diferend al total de 

a) w = jc 2 + y 2 + e*** 

b) Z = jr,jr 2 - *2*3 + x*** 

Solucao de [a): Usando (6), temos 

dw = (2x + dx + (2y + xze xy ')dy + xye xyz dz. 

Solucao de [b): Nesse caso, temos uma funcao de quairo variiiveis # |T jc 2> x$ c x^ 
Podemos eserever 

' &Z , . Ac 

to, 1 d* 2 3*3 &* 4 

- x 2 dx x + (x x - X})dx 2 + (x 4 - x 2 )dx i + x^dx* 

4.4.5 Apiicagoes da diferencial 

As difereneiais sio usadas para o cilculo de valores aprmimados. Qs exemplos que seguern mostram algumas s* 
c,6es espeeificas. 

Exemplo 1 : Dadas as ftguias 4. 16 e 4.17, calcular urn valor aproximado para a variacao da Srca quando os lados 
modificados de: 

a) 4 cm e 2 cm para 4,01 cm e 2,001 cm, respectivamente, no caso do retangulo. 

b) 2 cm para 2,01 cm, I cm para 0,5 cm, no caso do triangulo retangulo. 

SoJucao de (a): No caso de urn retangulo dc dimensSes jrey, podemos eserever a furicao de duas varia'veis que i 
a area. 
Temos 

A = xy. 


2 cm 


1 cm 


4 cm 
Fsgura 4J6 
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Para caicular um valor aproximado para a variacao da area quando as dimensoes silo modiricadas, vamos usar dife 
racial Tcmos 

P 


J , bA J M J 
dA = — dx + — dy = y dx + x dy 
dx dy 


Para ,v - 4 cm e Ax = 4,01 - 4 = Q T 01 cm 
j = 2 cm e A v = 2,001 - 2 = 0,001 cm 


dA = 2- 0,01 + 4 ■ 0,001 - 0,024 cml 

Porlanto, quando x van a de 4 cm para 4,01 cm e y varia de 2 cm para 2,001 cm, a area do retangulo sofre um acresei- 
[bo dc aproximadamente 0,024 cm 2 , 

pMu^arj de (bj: A area de um triangulo retangulo com catetos x e y pode ser escrita como 


De itiaucim nndlogn ao item (a), temos 


dA = ~dx + -dy\ 
2 2 ' 


Assim, quando x varia de 2 cm para 2,01 cm e v varia de I cm para 0,5 cm, a area do ui&tigulo retangulo sofre tuna 
oariacao que pode ser calculada de forma aproximada pur 

<M = i • 0,02 + t (-0.5) = 0,005 - 0,5 - -0,495. 
2 2 

O sinal negativo no result ado indica que a area sofre um decrdscimo de 0,495 cm 1 aproximadamente. 

Excmplo 2: Vamos considerar uma caixa. com larnpa, de forma eilindrica, com dimensoes: raio - 2 an c aUura ~ 5 cm. 

iDcuslo do material usado em sua confeccao € de R$ 0.81 por cm 2 , 

Sc as dimensoes sofrerem um acridseimo de 10% no raio e 2% na altura, pergunta-se: 

a) Qual o valor aproximado do acrescimo no custo da caixa? 
l>) Qual o valor exalo do acnSscimo no custo da caixa? 

o: A Figura 4, i 8 mostra a caixa e a sua plauificaclo. 




Figura 4.18 


Podemos escrever a funcao custo como 

C(r T h) - (W(27rrk + 2tt r) 
*oie 2tt r h represents a area lateral da caixa, e irr 2 , a area da base ou tampa. 
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Quando o raio da base sofre urn acre'scimo de 10%. passa de 2 cm para 2,2 cm, 

Quando a altura sofre um acrescimo de 2% t passa de 5 cm para 5,1 cm. 

Vamos usar diterencial para encontrar 0 valor aproximado do acrescimo do custo. Temos 

dC = 0,81(2tt/i + <Urr)dr + 031 ' 2irrd/h 
Para ft = 5; r = 2; Ar = 2,2 - 2 = 0,2 e Ah = 5,1 - 5 = 0,1, temos 

dC = 0,81(2* ■ 5 + 4tt - 2) ■ 0,2 + 0,S1 ■ 2?r * 2 ■ 0,1 = 10,17. 

Portanto. o valor aproximado do acrescimo no custo da caixa quando as dimensoes sao modi Cicadas e de RS 10. 
ou una acrescimo de 14,28%. 

Para saber o valor exato do acre'scimo no custo da caixa, temos de calcular 

AC = C {2,2; 5,1) - C(2,5) = 10,47 

Assim, o valor exato 6 de R$ 10,47, ou um acrescimo de 14 t 7%. 
Observamos, assim, que o erro do calculo aproximado foi de 0,42%, 

Exemp]o 3: Suponha quL- neeesshamos encontrar um valor para a cxpressao 

(1,001 ) 1 - 02 

e nio dispomos de ferramentas de calculo (calculadora ou computador). Como podemos proceder? 

Solucao; Dianie da expressao ( 1,001 ) 3fla , podemos usar diferenctal para encontrar um valor aproximado. 
A expressao € do tipo x y e, assim, podemos escrever a funcao 

f(x t yS=x>. 

Qucremos encontrar f{x + Ax, y + Ay) = (x + &x) r + A ' t onde x = 1. y = X Ax = 0.001 c Ay - 0,02. 
Sabemos que 

df = A/ ou df = (x I Axy+*> - xy. 

Assim, 


Como df = y x y 1 dx + x y \tix dy, substituindo em (7) temos que 

(ijm) m = 1 + 0,003 = 1,003, 


4.5 Exercicios 

Nos exercicios 1 a 5, calcular as derivadas parciais de l a &■ Usando a definicao 4.1.1, mostrar que /(x,y) = 

ordem usando a definicao: 11 . 

x 5 y 3 tern derivadas panciais na nngem, valendo 

i-*-**-* ^(o,o)=o c f wo) -a 


2. f(x, y) = x 2 + f - 10, 

3. z = 2jc + 5y - 3. 

T- (0 T 2) e ^(0 T 2) 

4. z = Vxy. dx y 

5. /(*, y) = jc 2 y + 3y 2 . |jr 2 ysen-, x * 0 


7. Usando a definicao, determinar, sc cxisEircm 


sendo /0>y) 
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Nos exercicios 8 a 27, calcular as derivadas parciais de 
!* ordem, 

8. f(x,y)=e^. 

9. f(x>y) = *cos(y - x). 

10. f(x, y) = xy 1 + xy + x^y. 

11. f(x >y ) = y 2 ln(jt 2 + y 2 ). 


12. z = VV - x 1 - y 2 

13. i - VV + y 2 . 


14. z - ; 


jf* + y~ 


15. y) = arclg : 

16. z = (x + y)e* +2j \ 


17. z 

18. z 


x 1 + 2y T 


19. z = 2*y + sen 2 jry. 

20. z = In (* + y) - Sx. 


21. z = V* 2 + y 2 - 1, 

22. z = V*y - *y. 

23. /(h;0 = rft -i 

( 

24. = — ln(uv). 

25. z = jc 2 y 2 — jry. 


Z - e^(jf 2 + y 2 ). 

. se (jt,y) * (0, 0) 
Seja/(* s y) = ^ + > 2 

0 se (;t,y) = (0,0) 


Caicular 


dy 


Seja y) 
Caicular 


j^L se (x, y) 4 (0, 0) 
0 se (jr t y) - (0,0) 


^« 


30. Verificar se a funcao r = jc 3 y 2 satisfaz a equaclo 

Id; 2 

-— - — — = 0, para * * 0 e y * G< 
jc ay 3y ' 

31. Verificar se z = sen{# + y) satisfaz a equacao 

dy 

32. Uma placa de aco plana tern a forma de urn cireulo de 
raio a, como mostra a Figura 4, 1 9, A temperatura em 
urn ponto qualquer da chapa e proponcional ac 
quadrado da distancia desse ponto ao centra da chapa, 
com uma constante de proporcionaiidade k > 0. 



Figura 4>19 

a) Se uma particula localizada no ponto 0^ se 

deslocar para a direita sobre o eixo dos x y sofrerd 
aumcnlo ou diminuicao de temperatura? 

b) Qual a taxa de variable da temperatura em rela- 
cao a variavel y t no ponto ( 


33. A fun^io T(x, y) = 60 - Ix 1 — Sy 2 rcpresensa a 
temperatura em qualquer ponto de uma chapa. 
Encontrar a razao de variacao da temperatura em 
relacjo a di stand a percorrida ao longo da placa na 
direcao dos eixos positives* x e y\ no ponto (1, 2), 
Considerar a temperatura medida em graus e a dts- 
tancia em cm, 

34. Encontrar a inclina^ao da reta tangents a cima resul- 
tante da interseccao de z = f(x, y) com o piano 
jc = x 0 no ponto P(jc 0 , y^, Zo). 

a) z = 5x - 2y;P(3, -1,17) 


b) z = VV + y 2 - 1;P(1,-1 T 1) 

35. Seja z — Sx 1 — 2y 2 — Sx + 2y + 3, Encontrar a 
uiclina^ao da ma lan^ente a curva resultantc da inter- 
seccao de z = f (x*y) corn y = 2 no ponto (I t % -3). 
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3G> Dada a superficie z v. detcrmina! 1 li rot li 

tangente as curvas de iitterseccjk) da superficie com: 

a) o piano x — 2 

b) o piano y = "S/s 
no ponto P{2 y VS, 3). 


37. Seja f(x «s m fV^ + y 2 + 1 se x 2 + y 2 < 1 

a) Esbocar o graTico de / 

-if if 

b) Caleular, se existireni, —(0,1), — (1,0) e 

/ 0,0) 

Kos exercicios 38 a 47, caleular as derivadas partial de 
I 11 ordem. 

38. u' = x 2 y + jcyz 2 + x 2 z. 

39. k= i In (jt 2 + y 2 ). 


40. /(x,y, z) 


+ y 2 


41. f{x >y ,z) = 2xf. 

42. f(x T y, z) = x sen yz + y sen xz, 

43. /(jc, y, z) = x 2 yz - xz. 


44. g(w, r, z) = W + r 2 + z 2 , 

45. h(u y v, w, f) = u? + it 2 — In (wtf). 


46, 7X*,y,zl = 


v* 2 + y + z 2 


47. i 4 ^ 3 ) = x ._^ 3xi + XA _ Xi 

48. Usando a defini^ao, verificar que as f undoes dadas 
sao diferencidveis em IR 2 : 

a) f(x, y) = 2x 2 - y 2 

b) f(x,y) = 2xy 

49. Verificar as f undoes dadas s;io difcrcncii'ivcis n;i 
origem: 


a) f(x,y) = ^[x^ + yi 

{ 0, (x,y) = (0,0) 
c) f(x*y) = x + y 


\ o. (x. v\ = m. oi 


I 


xr + y- 


(x,y) = (0,0) 

(x,y) * (0,0) 
0, (jr,y) = (0,0) 

50, Ideniifique a rcgiau dc 1R 2 ondc as fui^oes dadas 
diferencia'veis; 

a) f(x, y) = x 2 y + xy 2 b) z = e xy * 

d) z = In (xy) 

2xy 

e) z = sen , 

0 /Uy) = ^ 

g) /(^r) = (* 2 + /)sen(x 2 + y 2 ) 

h) /(*>y) = arctg2*y 
_ y _ 1 I 

7 Z "* J) <Jr-l) 2 + (y-I)»j 

„ v J * ^ ^ (jc,v)^(0,0) 

{ 0, (jt, y) = (0,0) 

51 . Pada a funcglo 

- 3 , se^ = louy = l 
se x ^ 1 e y £ 1 


/(*■ 


a) Caleular — (1, 1). 

b) Caleular ^O* 1 )- 

c) / 6 di fere nc ia"vel em (1, 1)? 

52. Dctcrminar, se cxistar, o piano tangente ao graflco da 
f undoes dadas, nos poncos indicados: 


a) f(x, y) - Vl - x 2 - y 2 ; ^,(0, 0, 1) e 

Pz (2' I ^) 

b) /(J«r,y) - xy-P, (0,0, 0) e P 2 ( 1,1,1) 


c) z - V{x - l) 2 + (y - I) 2 ; f!<l ( 1,0) e 
^2,1) 

d) z ~ 2x 2 - 3y 2 ; P^H 0, 0) e ^(1, L - I ) 
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I 


f) z = xe K + r ;P l {l 9 l,f(l,l)) e 


(0, 1, 1) 


«<1,Q,/(1,0)). 

53. Determinar o vetor gradiente das fun^oes dadas nos 
pantos indication 

a) z = xVx 2 + y 2 ; P(l, 1) 

b) z = x 2 y + 3xy + y 2 ; P{0,3) 

c) z = scn(3x + y); P(0, tt/2) 

d) z = V4 - Jt 2 -y 2 ; P(0,0) 

e) z = .v 2 + y z - 3;P(G,0) 

f) z = xy - sen(jr + y); P(7r/2 T 0) 

g) /(«, v, w) = w 2 + v 2 - w 2 + uvw\ P(0, 1, 0) 

h) z = (x 2 + y 2 ) sen (jc 2 + y 2 ); P(0, 0) 

I i) /(jt.f) = {x + 201n(jc + 2l);P(e J l) 

j) /(*!, X 2l X 3 , JT 4 ) = X,X 2 - + * 4 ; 

P<2,2, 1,3). 

54. Determinar o vetor gradiente das seguintcs funqoes: 


a) z = 


b) z 


(4) 


d) z = cos (xy) + 4 

f) f(x, y, z) = x 2 y 2 z 2 + sen * 

55. Encontrar a cquacao da reta perpendicular a eurva 
y = K nos pontes P 0 {1» !) e 

56. Determinar o piano que contem os pontos (1, I. 0) e 
(2, K4)e que seja tangente ao grafico de f(x 1 y) = 
j^+y 2 , 

57. Dada a funcao /(x, y) = a 2 + xy - y, calcular 
a) df b) A/ 

Mostrar que A/ = df + R{Ax, Ay) e que 
Urn R(Ajc, Ay) = 0, 

Calcular <f (1, 1) c A/{l t 1) da funcao 
f{x 9 y)=x + y — xy 2 considerando Ax = 0,01 e 
A v - I. Comparar os resultados obtidos, 

exerefcios 59 a 62 calcular a diferencial das f undoes 
nos pontos Indicados; 

59. /(.r, y) = e x cosy;P(l,ir/4). 

60. Z - ln(x 2 + y 2 ); jP(1,1)- 


62. tv = Vjt 2 + y 2 + z 2 ; P(2, 1, 2). 

Nos exercicios 63 a 69> calcular a diferencial das f undoes 
dadas: 

63. z = sen 2 (x + y) r 

64. z = jc ^ e I+ > - y. 

65. f(u,K w) = w" + Mv - h?. 
GG. / (jc, y, z) = e^" - 'xy. 

68. /(JC,y,z) 

69. z — arctg — — arctg 

70. Determinar o erro decorrente de tomamios a diferen- 
cial dz como uma !ipros,iTna.9ao do acr^sciino A;, 
para as seguintes situacoes: 

a) Z — X 2 + y 2 ; (jc* y) passando de ( 1 + 2) para 
(101; 2,01). 


hi - - Vr + p; U y) passando Jc (1, 2) para 
(1,0112,01), 

c) z = Jt 2 y; (x y y) passando de (2, 4) para (2 t I ; 4,2). 

71 . A energia consumida em urn resistor ele'trico £ dada 

V 1 

porP - — watts. Se V - 120vciltsci? = 12 ohm 
R 

calcular um valor aproximado para a varia^So de 
energia quando ^decresce de 0,001 volt c R aumen- 
la de 0,02 ohm, 

72. Urn lerreno tern a forma retangular. Estima-se que 
sens I ados niedem 1 .200 m c 1,800 m, com erro ma- 
ximo de 10 m e 15 m, respectivamente. Determinar o 
possfvel erro no cilculo da area do tcrreno. 

73. Usando diferencial, obter o auniento aproximado do 
volume de um dlindro circular relo. quando o raio 
da base varia de 3 cm para X I cm e a altura varia de 
21 cm ate' 21,5 cm. 

74* Um material estd sendo escoado de um recipiente, 
formando uma pilha conica. Em um dado instante, o 
raio da base € de 12 cm e a ahura 6 8 cm, Usando 
diferencial, obter uma aproximacao da varia^ao do 
volume, se o raio da base varia para 1 2,5 cm e a altura 
para 7,8 cm, Comparar o resultado obtido com a va- 
riacao exata do volume. 

75. Considerar um retangulo com lades a = 5 cm e 
6 = 2 cm. Como vai variar, aproximadamente, a 
diagonal desse retangulo se o lado a aumentar 
0,002 cm c o lado b diminuir 0, 1 cm' 1 
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76. Encontrar urn valor aproximado para as seguiiues 
expressoes: 

a) (l,01e om5 ) 7 

b) (0,995) A + (2,001 ) 3 

c) V(3 > 99) 2 + (4,01) 2 


dj V(3,99) 2 + (4,01) 2 + (1,99) 2 
c) 1,02**' 


f) V(4 t 03) a + (2,9) 2 . 


4.6 Regra da Cadeia 


No estudo de fun^oes de urna variavel usamos a regra da cadeia para calcular a derivada de uma funcao compose. 
Vamos, agora, usar a regra da cadeia para o caso de fur^oes de vMas variaveis. 
IniciaJmente. vamos tiabalhar com dois casos especitlcos de composic,ao. 

4,6 J Casos esperificos de funcao composta 

Caso I; Seja 

/ : BHL 2 -* IR 
Z = z(x, y) 

uma funcao de dua* variaveis e sejam g } e & funeoes de uma mesma varidvel: 

gi : IR -» IR e & : IR IR 
t -> x = x(t) t -> y = y(t) 

Podemos considerar uma funcao g de !Rem IR 2 que associa a cada valor de / o vetor (x(t),y(t)). Islo 6, 

g: IR -* IR 2 

Podemos, tambe'm, considefar a funcao composta 

fog.TR-+TR 
t-* z = z{i) 

onde:(0 = {fog){t) = f{x(0,y(0h 

A Figure 4,20 nos di uma visualizacao dessa compos iqaa. 



IK 

9 IR? f 

IR 


* 

) I (KY) J \ 

Z I 
• / 



fog 
Figura 4,20 


Por exemplo, para 


z = 2xy + x 2 + y 2 
x = t 2 
y = i + 1 



lemos que 

(fog)(t) = /(x(r),y(f)) ou - 2r*(r + 1) + (r*) 2 + (f + l) 2 = t* + 2r 3 + 3* 2 + 2f + I 
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II: Sejam /, g t e g 2 f undoes de duas variaveis: 

; : IR- -> IR & : IR 2 -* IR & : IR 2 -> 1R 

(u, z - v) (x, y)-*u = u(x f y) (x t y) -*• v = v(# T y). 

Podemos coii&iderar uma fun^io g taJ que 

g : IR 3 -* IR* 
foy)-*(lf, v) 

Fodemos, tambem, considcrar a funcao composta 

(x t y)-> z = z(x, y) 

z(x,y) = {fog)(x,y) = y),v{> T y)). 
Essa composed pode ser visualizada na Figura 4,21 . 

IR 2 Sf JR? f K 



Figura 4.21 

For exemplo, para 

z - 2uv + u 2 
a = x 2 + y 2 

v = 2xy 

que 

y) = z(u(x, y), v(x, y)) ou z(a, y) = 2(jt 2 + y 2 )2xy + (x 2 + y 2 } 2 
Vamos agora discutir como enconirar as derivadas. de fun^Ses compostas dos casos. I e II. 

Proposi^ao (regra da cadda - caso [) 

Sejam A e B conjumos abcrtos cm [R 2 c IR, respectivameiite, e sejam z — f(x, y) uma ftmgSo que tern derivadas 
I^is de 1 a ordem conlinuas em A, je — *(/) ey = y(r) func^cR diferencidveis em 5 tais que, para todo / G Z7, temos 

Seja a funcao composta 

Entao, essa funcao composta e r diterenciavel para todo t £ Be — 6 dada por 
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Observamos que a expressao (1) pode ser reescrita co mo urn produto escalar de dois vetores, isto e\ 
~ = m*,y) onde?(0 = (*'<#, /(*)>. 

Prova: Seja f 0 6 5. Usando a deflnicao de derivudu de funcao de uma varidveI T podemos escrever 

— {t 0 ) = Urn - — ■ 

ill i^l„ I - /[) 

h(t) ~ h(i u ) 

HQ - h(t 0 ) _ f(x(thy(t)) -f(MhhyW) 


/MO, viVi ! - i. vfrU /(■v<f < Q. v<r)> - f(x(Q .y(t t 


(2) 


No teorema do valor medio, do calculo de f undoes de uma variavel, temos que: 

Se g : [a, h] -* IR € comfnua em [a, b\ t difercncMvel em (a, £>), enlao existe urn ponto entre <i e tal que 

g{b)-g( a ) = g'{c)(b-a). 

Assim, aplicando esse teorema para / como uma funcao soman e de .*, podemos escrever que exisie a entre 
*o ~ *('o) e jc = taJ que 


(3) 


Quando consideramos/como uma funcao de v-, podemos escrever que existe y entre ^ = yUtt) & y — yU) tal qtie 


(4) 


Usando (3) e (4) em (2), temos 


— ■ — — — — ■-■ 


^^^^^^^^ 


(5) 


Quando i -* t a temos que j: -» x a e y -* y& Alem disso, as derivadas parciais de / sao contfnuas em 
( -v, v M ) = (x (fy), y(io) j € A. Assim T aplicando o limitc quando r -> t u na expressao (5), obtcmos 

Ho h{l) - HM = Urn [f <*. ,(0)1 • lim t<(,) ~ **» % 


I ]im[^(^) s y) 


dh Sf . . dx . . df . . dy . . 

^o)=^(*o,>b)-^(.o) + ^»)-^(< 0 ) 
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Porta cm), para lotto f t B . lc\uvs 


dt dx dt by dt 


4.6.3 Exemplos 

Li ;£ m p 1 0 1 1 Veri fie ar a j onim la ( I ) da regra da c adei a para 

f(x, y) =xy + x 2 
x(t) = 1 + 1 
>(0 = i + 4 

Saiu^ao: Para verifies/ a formula ( I ), isto c, 

dh ^df_ dx a/ rfy 

cncontrar inicialmente a furicao eomposta h. Temos 

*(0 = /(f + l,f + 4) ou A(') = (r + l)(f + 4) + {/ + l) 2 = It 1 + 7t + 5. 

Assim, 



Por outro I ado, tomos que 


i = y + 2x n = l 


(6) 


Assim, 


bf dx V rii 
Substituindo x = t + lty = t+ 4tm (7) T temos 


*W«ML,.4 + 3(, + l)-* + 7" 

■ - ■-— < 8 > 

Comparando (6) e (8), verificamos a validade da fdrmula (1), para esse exemplo. 
Exemplo 2: Dada - * 2 y + \nxy 2 *x{t} = r 2 Tj y(f) = l T ciioontrar a dcrivada — comit(f) = /(jt{i) t y(f)). 
Soiu^ao: Usaado a regra da cadeia, temos 
dh^df ,dx + <rf ,f{y 
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4.6.4 Proposi^ao (regra da eadeia - caso II) 

Sejam Aefl conjuntos abertos em IR 2 e sejam z = /(«, v) uma funcao que tem derivadas parciais de l a ordea 
continues em A, u ~u{x,y) e v = v(x t y) funics diferenciavds em B tais que para todo {x, y) e B terse* 
(u(x,y) y v(x t y)) € A 

Seja a funcao compo&ta 

^,y) =/{«(jc > jr),v(j,jp)), Uy) e ft 
Entao, a fancao composta h(x, y) 6 diferenciavel para lodo (x,y) e B, valendo; 

(9) 
(10) 

Obsemmus que (9) e (10) ptxkm scr recscrilas em uma forma matricial, Temos 



(11) 




Essa proposiciiG £ uma conseqii&ncia da proposicS® 4.6.2, pois quando tomamos x ou y constante para cnlcular zs 
derivadas parciais, estamos considerando u(x, y) e t>(*, y) f undoes de uma vari^vel. 

4.6,5 Exemplos 

Exe m p 1 0 1 : Verifier as f6rmulas (9) e ( 1 0), para 

f(u v v) = u 2 - v Hh 4 
u(x, y) = x + y 
v(x, y) = x 1 y - 1. 

Solucao: Yatnos inicialmcnte encontrar a futieao composta h (x, y). 
Tem os 

h(x,y)=f(x + y r x 2 y-l) 
k(x t y) - (x + yf- (x 2 y-\) +4 
= x 2 + y 2 + 2xy - x 2 y + 5 


Assiffl, as derivadas parciais de h sao: 


(12) 


Capitulo 4 Derivadas pardais e fringes difercnciaveis 


Por oiuro la<lo > temos que 


— - 2 xy 

Ax * 


Substituindo esses ultimos resultados em (9) e (10), temos 

$1 du jrf dv 


dy 


■ 2u - 2xy 

■■ 2(x + y) - 2xy 


(14) 


au ay dv By 

= 2u - x 1 

= 2(x + y) - x 1 


05) 

Comparando (12) com (14) e (13) com (15), verifieamos as formulas (9) e (10), respeeiivamente, para o exemplo 


Observamos que, ao usar a notaclo de (9) e (10), devemos lomar alguns cuidados para nuo viwaii/jir crronk-umuiii: 

a f Sf aw 

TpgSes. Por exemplo, o sfmbolo -~ n3o pode scr visto eomo uma simplifieacao de — ♦ — . 

oX oU dx 


kfllpIO 2: Dada/(j, v) = x 2 y - x 2 + y 2 


as derivadas parciais — e — . 


x = rcos0 
y — r sen 0 


[_\aruf(i a r^m da (propositi 4.6.4), temos 

a/ = af _ a* + a/ _ ay 


3r ajt 5r dy dr 

= (2xy - 2x) - co&e + (x 2 + 2y) ■ sen & 


B& dx * dy ' ae 

= (2xy - 2*) • (-rsentf) + {x 2 + 2y) * r cos 9. 
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4.6.6 Generaliza^ao da regra da cadeia 

A regra da cadeia podc ser gencrali/ada. Os exemplos que seguem mostram a sistematica usada. 

Exemplo 1 : Dada a funcao w = x 2 + y 2 + z 2 c sabendo que 

x = rcos 0 sen y 
y - r sen 0 sen y 
Z - rcosy 

calcular as derivadas parciais de 1 J ordem da funcao >v em rcla^ao a r, 0 e y. 


Solucao: A regra da cadeia para esse caso pode ser escrita como 

dw _ dw dx 
~dr " 


dx dr 


dw dy ^ dw dz 
dr dz dr 


dy 


dw 

as '' 

dw 

dy ' 


dw dx dw dy dw dz 

dJt'dfl ~dy"d~0 ~dz'd~0 

dw dx ( dw dy + dvt> dz 

dx dy dy dy dz dy 


ou, em forma matricial, 


[dw dw dw I _ r dw dw r)»t* j 
~dr 30 dy\ ~ \_~dx ~dy ~d~z J 


dx 

dx 

dx 

dr 

d0 

dy 

d£ 

*z 

dy 

dr 


dy 

dz 

dZ 

dz 

dr 

de 

dy. 


Portanto. para o exemplo dado, temos 

[dw dw dwi r m . 1 


cos 0 sen y 
sen 0 sen y 
cos y 


- r sen 0 sen y r cos 0 cos y 
rcos0 sen y r sen 0 cos y 
0 - r sen y 


dw 
dr 


2x cos 0 sen y + 2y sen 0 sen y + 2z cos y 

2r cos 2 0scn 2 y + 2r sen 2 0 sen 2 y + 2rcos 2 y = 2r 


dw 

de 


- 2xr sen 0 sen y + 2yr cos 0 sen y 

-2r 2 cos0 sen 0 sen 2 y + 2r 2 sen 0 cos 0 scn 2 y = 0 


dy ' 


2zr cos 0 cos y + 2zr sen 0cosy - 2zr sen y 
2r 2 cos 0 cos 2 y + 2r 2 sen 0 cos 2 y - 2r 2 cosy sen y. 


Exemplo 2: Sep z = f(r 2 + s 2 
termos das derivadas parciais de/. 

Solucao: Temos 


dz dz dz 

/, rst), onde f{x, v) e uma funcao diferenciavel. Encontrar — — e — - 

dr d5 dt 


f : IR 2 IR 

(x,y) ->z = z(-r,.y) 
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I x(r, s,t) = r 2 + j 2 - t 
y = y(r,s,t) = rst. 
Assim, 

Aplkanrtu a rcvra da cadcia. Ccmus 


(2) 


>$ubstituirmos £ por /(jc, y) em (2) v essa equiifao se reduz a uma identidade. 
Porexempb, z = W + y 2 € dcflnida implicitamcnte pda equacao x 2 + y 2 — z 2 = 0, 

Uma outra situacao em que podemos ter Func,6e& definidas implicilamente ocorre quando temos duas equagoes 
bancas. 

Por exemplo, o sistema 


(3) 


dz Bf , . Bx ± Bf . .By 

dz af ax af By 
Ts = Tx ix ' f) --al + T y (x ' y) -Bl 

az af ix if . .ay 

df Sf 

Observamos que, nas expressoes obtidas, as derivadas parciais — e — devem ser calculadas no ponto 
t) = (r 2 + s 2 - t y rst). &X y 


%J Deriva^ao Implfcita 

No estudo das f undoes de uma varilvet, vimos que uma fun^ao y - f(x) 6 definida implicilamente pela equacao 

jc substitmrmos y por f(x) em (1), essa equagao se trail sforma em uma identidade. (Ver Ctftculo A, Se$ao 4. 18.) 
Analogamente, dizemos que uma funcao z = f(x, y) £ definida implicitamemc pela equacao 
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pode dcfinir implicitamentc duas funcoes de uma variavel y = y(x) e z = z(x). 
Ji. o sistema 


(4) 

pode, por cxcmplo, definir impEieiiamerite duas funcSes de duas variaveis x = x(u+ v), y = y{u, v). 

Nessas e em outras situac.oes podemos ter s em a] guns cases, a garantia do que uma fun^io esid definida irapliciia- 
mcnte, ma?; n&o consegnimos explicisa-la. £ conveniente, entao, obtermos urn procedimento para eneontrar as dcxivada* 
de funcoes dadas na forma implfcita. 

A segulr T vamos exptorar as quafro s imagoes apre.sentadns, uliliza/ido a regra da cadeia para cnconlrar as derivada* 
correspondentes, sem explicitar as f undoes envoi vidas. O procedimento adotado pode ser estendido para situaews mau 
gerais. 

4.7.1 Derivada de uma funqao implrcita y = f(x) definida pela equaqao F(x,y) = 0 

SupoiiliLimos que a fungao y = /(*) seja definida implicitamcntc pela cqua^ao 


Admilindo que / e F sao fumjoes diferenciaveis e que no pon(o (x*f{x)) temos — ^ 0« podemos obter a deriva- 

a. dy 

da , dcrivundo (5) cm rctacap =3 com o jiiixiliu du re»ru da cadehi. ll-rims 
dx 

BF_ dx + W dy _ 
Bx dx 3y dx 

&x By dx 



(6) 


4.7,2 Exemplos 

Exemplo 1 : Sabendo que a runcio diferenciavd y = f(x) 6 definida implicitamente pela equacSo x 1 + y 2 - 1„ 
dy 

determinar sua derivada — . 

dx 

Sol u can: A ftmcSo dada 6 definida implicitarnemte pela equacao F{x f y) — 0, onde 

F(x,y) = x 2 + y 2 - I. 

Como — — = 2jc e — — - = 2y, usando (6). temos 
dy 


dx 2y 


Como nesse exemplo podemos explicitar y = f(x) r € interessante compararmos esse resullado com o obtido pela 
derivaeao usual de uma fungao de uma variavel. Para a funcjto 

y = Vl - x\ 
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Memos 


Jialogamentc, para a funcao 


vr 


-x 

y ' 


-vr 


ix. - x _ zi 

dx Vl - x 2 " y ' 

Ezcmplo 2: Seja /(*, y) uma fungSo que possui derivadas parciais continuas em um conjunto aberto U C 1R 2 . 
Bhpondo que as derivadas parciais de / sejam diferentes de zero cm (x 0 , y\>) E U, provar a proposicao 4.3.5. 

ao: Suponhamos que / (x, y) seja uma funcao tal que. pelo ponto (x 0 , jfo), passe uma curva de m'vel C k de /. 
' coeficiente angular da rcta tangente a curva C k no ponto (x lh y„) £ dado por k x = y'(jr 0 ), onde a funcao 
; y(x) 6 definida implicitamcnte pela equaeao 


Assim, usando (6). temos que 


f(*>y) = k 

9f 


3;c (*<>. yo) 


Por outro lado. conforme vimos no Excmplo 1 da Subsccao 4.3.6, o coeficiente angular do vctor V/(jr 0 , y^) 6 
>por 


dx 


(.v,„y„) 


Temos. entao. 


k r k 2 


tk x ' k 2 = - 1 e, dessa forma, no ponto (jc 0 , y^) o gradiente de f(x t y) c perpendicular a curva de m'vel de /. 

4.7.3 Derivadas parciais de uma funcao imph'cita z =/ (x, y) definida pela 
equa^ao F(x, j, z) = 0. 

Suponhamos que a funcao z = y) seja dada implicitamente pela equacao 


(7) 


Admitindo que / e F sao funcoes diferenciaveis e que no ponto (x, v, / (.t, v) ) temos — * 0, usando a regra da 

, podemos obter as derivadas parciais — e — -. 
v dx dy 
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Dcriviimlo (7) cm iehi^k> u v, vein 

dF dx , dF dy , dF dz n , . dF * ^ dF & rt 

+ + = 0 ou 1+ 0 + = 0 

dx dx dy dx dz dx dx dy dz Bx 

ou ainda 



Analogame-iue T clerivando (7) em rela$ao a y obtemos 



4.7.4 Exempfo 

Sabendo que a foncao diferenda>el z = f{x,y) 6 deCinida pela equa£ao 

x A y + y 3 + z* + z = 5 

dz dz 

dctenmnar • — e — . 

ax dy 

5olu;ao: Temos que z = f{x, y) & defmida peJa equa^So F(x v y, z) = 0, onde 

F(x, y, z) = x A y + y 3 + z} + z - 5. 

dF dF dF 

Como — = 4x J y, — = x 4 + 3y 2 e - — = 3z 2 + 1* usando (8) e (9), temos 
dx dy dz 

dz _ ~4x 3 y dz -(x* + 3y 2 ) 

dx 3z 2 + i C By 3z 2 + 1 

4.7.5 Derivada das fun^oes j> = y(x) e z = definidas implicitamente por 

Supoiihamos que as funcfies diferejiciiiveis y = y(jr) - sejam definidas jmpJicitamente peJo sistema 



onde F e G sao fu t^oes difcrenciaVeis, 


C a p i t u i o 4 Derivadas partiais e funcfles diferentiaveis 


Para ohter as derivadas e 4^ vamios derivar (10) em lelacao a x. Usando a regra da cadeia, temos 
ax dx 


dx dx dy dx bz dx 
dG dx dG dy ^ dG dz = Q 
dx dx dy dx dz dx 



dz 
dx 


I 


dF 

_3F 


I I 

By 

dx 


By dx 

&G 

dG 


dG dG 

dy 

dx 


dy dx 

dF 

dF 


df_ SF_ 

By 

dz 


dy dz 

dG 

dG 


dG dG 

dy 

dz 


dy dz 


(13) 


Os detenninames que aparecem em (12) e (13) s$o conhecidos como determinants jacobianos ou somente jaco- 
aos. Eles aparecem em diversas situacfes dentro de urn cnrso de Calculo. No Capitulo 7 eles serao usados quaildo 
idarmos mudan^as de variavds em integrals duplax 
De forma geraU se temos n f undoes de it varidveis, 

fi(Xt,Xy x„) 

h(*\, x 2 O 


f«(xi> *i Jf«) 
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d(f f f ) 

o determinants jacobiano de fa fa. . , > /„ em rela^So a # lT > ! . , x„, que denotamos por ■— ' - T ■-- " ■ £ definid* 



" a/, 








M 








' 

.'V. 


(14) 


Usando a notacio introduzida em (14). podemos cxprcssar as derivadas — e — das ct|ua^ocs (12) e (13) comae 

dx dx 


dy B( X> z) 
dx 

diy, t z) 


dz 
dx 


d(F, G) 
Hy, z) 


desde que ? * 0. 

4,7,6 Exemplo 

Supontiamas que as funcjOes diferenciaveiFS 

y = y(x) 

sejam definidas implicitamente peto sistema 


U + y = 2. 


Determinar as derivadas 


dy 


Solu^ao: As funcoes dad lis silo definidas pelo sistema 

<F(x,y,z)=0 
\G{x,y t z) =0 

onde F( x, z) — x 1 + y* — z 2 e G{x y y, z) = x + y ~ 2, 

Podemos abler suas derivadas por meio das expressoes dadas em ( 1 5). Temos 

d(F,G) \2x -2z 


djf.G) 
d{y,x) 


2y 2x 
1 1 


2y - 2x e 


1 0 

d(F,G) 


Portanto, 


dy 
dx 


2z H dz 

"£"~f c Tx 


S(y.i) 


2y - 2x 
2z~~ 


2y -2z 
1 0 


2z. 


CapStiiio 4 Derivadas parcfais e fun^oes difcrendaveis 


E initircssante observar T nesse exemplo, que o sistema que define as fun^oes ye; represents a interstcc.a'o do cone 
y 2 = z 2 f z > 0 com o piano jr + y - 2. Assim T os pontos (x r y(x), z(x)) esiao sobre a curva de mterseccio 
superficies (ver Figura 4,22). 



Figure 4.22 

Tjrnbem e interessantc observar que neni semprc urn sistema da forma (3) define impEicilunicnte y e z como 
: de x. Quando as duas superficies nao interce plain, tais fun^oes daramente nao existem. £ o caso, por exem- 
1 • slstCin^ 


f x z + y 2 + z 2 = 1 
U - 2 = 0. 


na Figura 4.23. 


iZI7 



Figura 4.23 

.7 Derivada das fun^oes x = x(u, v) ey = y(u, v) definidas implicrtamente por 
iF(x,y,u,v) = 0 
\G(x,y,ii,v) =0 

SuponhEimos que as fun^5es diferencidveis jr = x(u, v) e y = y(«, v) sejam definidas implicitamente pelo sistema 


(16) 
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onde F e G sao funcoes diferenciaVeis. 

Como rias situa^ws an ten ones, podemos determiner 21 s ctcrivadjjs pare i <n s tic x c v em rdu^-So a h e v, cam a aut 
da regra da cadeia. 

\-];micnt[(i v const mi re c Acv'w.iwAa > 16 i em rdac.Su u h. ohrenxw 


r)G ilx + 3G 3y BG Bu + 


By Bu 

BG 8v 


Bx Bu By du Bu Bu dv Bu 


0 

= 0 


du Bv 
Como — = 1 c — 


0, vem 


dF 5F By 

Bx Bu By du 

BG Bx BG By 

Bx Bu dy du 


BF 

Bu 
BG 
Bu 


UtiUzando a regra de Cramer para resolver o ststema. obtemos 


Bx 

Bu 



dF 


BF_ 

BF 

Bu 

By 


Bx 

Bu 

BG 

BG 


BG 

BG 

! Bu 

By 

- e . 

Bx 

Bu 

dF 

BF 

Bu 

BF 

BF 

Bx 

By 


Bx 

ay 

j BG 

BG 


BG 

BG 

Bx 

By 


Bx 

By 


desde que o determinate do denommador seja nao nulo. 

Usando a notagao introduzida na subse^ao anterior para represents os jacobianos, vem 



desdeque^i*G. 

H*,y) 

Anulogamente, mantendo u constant e derivando (16) em relacao a obtemos 



:1K 


B(F,G) ^ _ 
desde que — : f- 4- (L 


Capitulq 4 Derivada & pa rcia is c fun^es d i feren cia veis 


4.7,8 Exemplos 

Eiemplo 1 : Satacndo que o sistema 


f x - u + 2v = 0 
\y - 2u - v + 0 

fcfine as f undoes difereneiaveis x = x(u, v) e y = y{u, v) t determinar as derivadas pardais dtxty em rela^So a 
ic v. 


Stlu^o : Uti I i zaudo ( 1 7) e { 1 8), temos 

dx _ 

du 


dx 
Sv 



-1 

n 


-2 

I 


1 

J 


0 

I 

2 0 



1 1 


I 10 I 


|o 1 j 



= 1: 


du 


1 -1 
0 -2 


1 0 
0 1 


= 2. 


-2 t 


[1 2 

dy = 1 0-1 


| 3 0 
0 I 


Claramentc ncssc exemplo poderiainos calcular essas derivadas determinando as derivadas parciais das f undoes 
apIi'L-hjis 


{.r — u ~ 2v 
y = 2u + v 


O exemplo apenas iluslra o procedimento proposto. 
Exemplo 2: Datias as fun^oes x — x(u, v) e y = y(u, v) definidas implicitamente por 


(u = x 2 + 
\y = 2xy 


deierminar: 

(a) As derivadas parciais de a e y em relacao a u e v. 

(b) Urn par de fancies jc = v)ep y(«, v) que sejam definidas implicitamente pelo sistema dado, 
§»u<^ao de (a): O sistema dado pode ser escrko como 

{f^*, v, u, v) = 0 

f F(je, y, w, v) - u - x 2 - y 1 
[G (x, y, u, v) = v - 2xy 

Assim, aplicando (17), vem 


ax 

du 



] 

-2y 



(j 

2x 

-2x x 


2a 

-2y 

4x 2 - 4y* ' 2x 2 - 2y 2 


2y 

-2x 
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-2x 1 


ay 


-2y 0 

-2y -y 

du 


2x -2y 

4jc 2 - Ay 2 2x 2 - 2y 2 



-2y -2x 



Analogamente, aplicando UHk obtemos 

Bx v 


flv ~ 2jc 2 - 2y 2 

Sol u 930 de (b): Adicionando as duas equac,6es do sistema dado, tcmos 

u + v - x 1 + y 2 + 2xy 
= (x + y)\ 

Subtraindo a segunda equaclo da primeira. obtemos 

u — v = x 2 + y 2 - 2xy 
= (x - y) 2 . 

Supondo u + >' 0, u -v^O, # + yaOe*-y£0. podemos eserever 


Resolvcndo esse sistema para x e y como f undoes de u e v % obtemos as fun^oes 


j x + y = Vu + v 
\jc — y — Va — v. 

n^oes de « e \\ obtem 
x = ^ ^Vu + I? + V« - yj 

y = ^ ^Vi* + v - Vw - kJ. 


As f undoes obtidas sao definidas imp] icitamente pcJo sistema dado. Seu dom/nio de defimcao pode ser visuaJizadb 
na Figura 4.24. 


u-v = 0 



u-tv-Q 


Figura 4.24 

Em todas as situagoes analisadas parti mos da premissa de que fungoes diferencidveis eram definidas lmplicitamente 
e, entao. deiermiiia'vamos as derivadas correspondentes, Nem sempre as expressftes (1) a (4) definem ftineftes; na forma 


C a H t u l □ 4 Dtriva das pa rdaii c fun^oes di f erendaveis 


Hdta. Nesse caso, se adotarmos os procedimentos descritos podemos encontrar rcsultados totalmente desprovidos de 
flgnificado, 

dy 

Per exemplo, cakuiarmos, conformc visto na Subsecjo 4.7.1, a derivada — de y(x) definida implicitamente 
i equa^ao x 


x 2 + y 2 = -5, 


r-„ ruramos 


dy 


rf* y 

Esse result ado £ falso, pois a equacao dada nao tern solucao real, nao definindo implicitamente qualquer funcSo 

£ importante, portanto, saber quando as expressocs (1) a (4) realmente defincm runcSe* na forma implicila, 
O teorema da funcao implfcita, considerado um dos principals teoremas da Analise Matemitica, em suas v arias for- 
asscgura condi^oc* suflcicnlcs para que os procedimentos deserilos rias scqocs an writ ires \c.jam eons isle rues. 

h.7.9 Teorema da fungao imph'cita 

Sto&cao 1 : {F{x, y) = 0): Seja F(x,y) uma funcao com derivadas parciais contmuas em um conjunto aberto 

&F 

]R . Seja (Xfr G U tal que f(jr 0 , y 0 ) = 0. Se — (x bt y^) # 0, euiao existem uitervalos abertos / e / com € / 

<fy 

t jk G /, tats que, para cada x G /, existe um unico y — f(x) G que satisfaz F(x, f(x)) = 0, A funcao /:/—>■/ 
: ,renciavel e, para qualquer jc G /, sua derivada pode ser obtida pela expressao (6). 

fite^ao 2: {F(x, y f z) ~ 0): Seja ^(jt, z) uma fuueao com derivadas parciais eontuiuas em um conjunto aberto 
■ C H\ Seja {%, y^ z 0 ) G £/ tal que ^(jcq, y^, = 0, Se ~(jt 0 , j^, z$) ^ 0, entio existe uma bola aberta B, com 
wmro em (jr Q , >fr) c um imervalo aberto J, com To G tais que, para cada (jr, y) G 5, existe um unico 
x, y) G /, que satisfaz / v (% > y, £(* r y)) — O A funcao z = g(x> y), (jc, y) 6 5 e dtferenciavel e, para todo 
Ix. v) € B, suas derivadas parciais podem ser obtidas pel as expressocs (8) e (9). 

A consissencia dos procedimentos obtidos nas demais situacoes exploradas lambem pode ser garantida pelo teore- 
ida func^o implicit a, em sua forma geral. 

For exemplo, para a situacao explorada m SubsecSo 4.7.5, aldm das hipoteses adequadas de diferenciabilidade e 
nuidade, devemos ter a garantia de que o defermiriante do denoimnador de ( 1 5) seja diferente de zero ao ponto con- 

Para uma anab'se mais aprofundada das diversas situacoes e para a demonstra^ao do teorema + o lei tor interessado 
ipodtf cousultar um livro de Cdlculo Avocado ou de An^lise Matematica. 


|L8 Derivadas Parciais Suce^sivas 


Se/d uma funclo de duas varidveis, entao, em geraJ, suas derivadas parciais de l a ordem sao, lambem, fun^oes de 
i >nridveis. Se as derivadas dessas fun^oes existem, elas sao chamadas derivadas parciais de 2 fl ordem de /. 
Para uma funeao z — f(**y) temos quatro derivadas parciais de 2 fi ordem, A partir da derivada de/em relacao a 

-. obtemos as seguintcs derivadas parciais de 2* ordem: 

dydx 


$x \dx) &x 2 By \Bx J 
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A partir da derivada — T obtcmos: 
ay 

dx\dyj dxby by\dyj By 2 

4.8.1 Exemplos 

Exemplo 1 : Dada a fun^ao f(x, y) = x 3 y + x 2 y 4 t determine suas dcrivadas parciais de 2? ordem. 
5u In tiro: As derivadas parciais de J 3 ordem de/ sId: 

dx d y 


A partir de , obtemos 
F bx 


= 6xy + 2y'\ 

bybx by 

= 3jc 2 + &cy 3 . 


A partir de — , obtemos 
By 


jfL = ±tf + 4xy) 
Bx^y Bx 

= 3x 2 + Sxy 3 ; 

?X = — (x> + 4x 2 y*) 
dy 2 dy K J ' 

= \ixy. 

Exempfo 2: Dada a fun^So f{x,y) = sen (2x + y), determinar — -7- e . . 
Solucao: Temos 


bybx dy 
d 


(2co$(2x + y)) 
dy 


dxdy dx 


2sen (2x + y); 

i 


= ^(cos (2* + y)) 
= -2sen (2* + y). 


Capitijlo 4 Derivadas parciais e fun^des diferenciavds 


Observnndo os rcKulliicbs ohlidos ana exemptos I e 2, vemiis que, cm ambus os eases, as dcrivadas parciais mi&tus 

■fc2* Onlem, — — e - — , sao iiiuuis lsso i*eorre para a maioria das t ungues que aparccctn frL-qiieniirmcmc na prill i- 

dydx dxdy 
«. Temos a seguinte proposicao: 

4.8,2 Proposir^ao (teorema de Schwartz) 

Seja z = y) uma ftmgTo com derivadas parciais dc 2 a ordem condnuas em urn conjunlo aberto /t C 1R 2 . Enrao, 

a 2 / , , aft , v 

para todo (x G , y^) € A 

ftwa: Seja # uma bola aberta de centra (*o> Jto) e conuda em Sejam h ^Od ^ 0 tais que ( x a + A * 3to + *) £ # 
t Yantos trabalhar com a furtfao 


(1) 


Vamos eonsiderar k fixo e definir a funcao 


(2) 


k) = p(jt 0 + *) - p(jtb) 

Alem disso, p satisfaz as hipoteses do teorema do valor medio para f uncoes de uma vaiiave! no intervalo 
. \ ■ h\. Exists, entSo,, um pqnto C\, cnlre x a , & x a 4- /i, lal que 

p(.r 0 + A) - p(xn) = j?'(Ci)/i 

e, portanto, 

Calculando a dcrivada p'(c : ) por mcto da expressao (2), vem 


(3) 


Vamos, agora, trabaJhar com a funcao ™ (c\, y). Como / tern derivadas parciais de 2 B ordem em A, temos que 
g? (c ls y) satisfaz as hipoteses de teorema do valor medio no intervalo [y 0 , y$ 4- A]. Existe > assim, um ponto d%, entre 
e >b ^~ k, tal que 


(4) 



Subslituindo (4) em (3) T temos 
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Vamos, agora, retornar a express^ (1) que define F[h, k). Conxiderando h fixo, definimos a func,ao 


(6) 


Podemos escnever, entao. 


Aplicando o teorema do valor me'dio a funcao q(v) no intervalo [v^ + k], temos que existe d 2 , cntre e ■+■ Jt T 
tal que 

e, portanto. 

Calculando a derivada <?'(V 2 ) por meio da exprcssao [6), obtemos 


(7) 


Vamos, agora, aplicar o teorema do valor me'dio a funcao — (jr t dj), no intervalo [xq t x$ + h], Temos que existe 


c 2 enire # 0 . e jf 4 + A, tal que 


Substituindo (8) em (7) t vem 


(8) 


t) = — — (c 2l d 2 ) • hh 


(9) 


Coma he k sao diferentes de zero, das expressoes (5) e (9) segue que 

onde C| e estao entre jc 0 e x 0 + h c d 1 e d 2 estao entre y 0 e ^ + h, 

Fazerido (h> k) -* (0, 0) t temos que Cj e c 2 tendem para jr D e rf t c d 2 icndcm para v 0 , Como as derivadas parciais 
de 2 1 ordem de/s&o contfnuas em ( j 0t y^) , conclumios que 

Assim como definimos as derivadas parciais de 2 s ordem, podemos defimir derivadas parciais de ordem mais alta. 
Bar exempJo, 


d 3 f _ d_f±_l 
Bx 3 Bx\Bx^ 


= ±(Af*L\\ 

dxdy 1 dx\dy\dyJJ 


a 3 / = ±{±f*l 


dydxdy 


;, ("(" f )\ 


CAPduLO 4 Derivadas parciais e fun^oes di ferentiii veis 


O teorema de Schwartz pode ser general izado para essas s imagoes. De forma geraJ, podcmos dizer que: "Se todas 
as derivadas parciais cm questao forem coMtau&s em urn conjunto aberto A, eniao, para as pontos de A T a ordem da 
deriva^ao parcial pode ser mudada sem alterar o resultado\ 

4.83 Exemplos 

Exemplo t : Dada a funcao /{ x, y ) = e 2 1 + 3y : 


(a) Calcular — -r e — -= 

dx* By* 


(b) Verificar que 
Solucao de fa): Temos 


dy 2 dx Bxdy 2 

£L = ±(±(MX) £L = ± (JL(i!lX) 

dx* dx\dx\dx/J dy 2 dy\dy\dy/J 

dx\dx y V dy\dy K V 

dx v ' dy y J 

= Se^ +3y = 27<r lr+3 * 


Solucao de (b): Temos 


aV = ±(±(*f\\ = ±(±(V\\ 

dy 2 dx dy\dy\dx)/ dxdy 2 dx\dy\i)yjj 

- lSe*** 3 * = 18^ r+3v . 

Nesse caso, todas as derivadas parciais em questao sao coritinuas. Assim. pelo teorema de Schwartz, temos a garan- 
[ &2 dos resultados obtidos, O exemplo a scgutr i lustra uma situacao em que as derivadas parciais de 2 fl ordem mistas sSo 
tifcrentes, Isso nos alerta para a necessidade de analisar bem cada situacao particular, veriflcando se as hi poteses do teo- 
lama de Schwartz s3o satisfeitas. 

[ _ V ,(* ? yj * (0,0) 

Exemplo 2: Dada a funcao /(■*> y) - \ x + y verificar tjuc as derivadas parciais de 2 J ordem 

{ 0 /fey) --(0,0) 

msias sao diferentes no ponto (0, 0). 

SoJurao: Devemos, iiiicialmente T determinar as derivadas parciais de I a ordem de / Para (x* y) ^ (0, 0), temos 

df_ = (x* + y 2 ) ■ 3jtV - x* ' y - 2x 
dx t> 2 + ff 

= x 4 y + 3jrV 

a/ = (x 2 + y 1 ) - x* - x* ~ y 2y 
dy (x* + ft* 

_ x * y 

" {x 2 + r) 2 ' 
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Para detorminaj as dmvadas parciais no ponto {0, 0) usamos a definkao 4.1.1. Tercios 

dx y x^O x - 0 

= lim - — - 

*-►(> x 

= 0; 

fly v y-o y 

= lim ^ 


y-o y 


Pcirtaiito, 


o, = (0,0) 

^ 1 0, (*,y)-(0,0). 
Usando novamente a definiyao 4.1 J , cakdames, agora + as derivadas parciais de F ordem no ponto (0 h 0). Temo* 

*• , 

--T- (0,0) - hm — 

tfyrix v-n y ~ 0 

= hm - 

y ~*o y — 0 

= 0; 

/f (0,0) =lim^ ^ 


= lim - = L 

(-IS JC 

Portanto, — ^- (0 S 0) # — ^- (Q, 0). 

4.8.4 Outras nota^des usadas para representar as derivadas parciais de ordem 
superior 

Na Secao 4.K introduzimos as seguirites implies para repress nmr ;js derivadas parciais de I 11 ordem de /: 

& = DJj&if=f M e ^ = D y f-D 2 f = f r 
Essas notacoes dao origem as diversas forrnas usadas para representar as derivadas parciais de 2 a ordem. Tcinos 


CrtPiTuto 4 Derivadas partial e funics difcrtnriivtis 


0 = D,J = Al/ - /»; 

= D ,/ = = /„ e 0 = lyv. = /„. 

£ importarjte notar que, Has ultimas notat^es introduzidas. a ordem de derivaclo 6 Hda da esquerda para a direita, 
wo contrario da notaglo introduzida anteriormente. Podemos ver que isso e razoiivel, observando as expressoes que ori- 
gmaram as correspondentes notagdes, Por exemplo, 

s 2 f a ( s\ 

By Bx By \BxJ 

eaquanto 

f X y=if X )y ou D xy f=D y (DJ). 
Para as derivadas de mais alta ordem, essas nota£oes sao estendidas de maneira natural For exemplo. 


BxBydz Bx\ByBz) Khyh hyJ< 


4.9 Derivadas Pareiais de Funyoes Vetorias 
4.9.1 Defini^ao 

Seja / — / (jr, y, z) uma fungio vetorial. A derivada parcial de / em reia^ao a i» que denotamos por ~, 6 defini- 

dx 

da por 

£? = UA J(x + Ax t y^)-f(x 1 y 1 z) 
Bx &x-*o Ax 

para todo (x, y\ z% tal que o I i mite existe. 
Analogamente, 

*7 _ ^ J&y* &y f z) -fi^Kz) e 3? U|t J{x t y,z + Az) -f(x t y t z) 
By Ay-o Ay Bz a?-*o 

Sc / (Jt, y, z) = f x (JC, y T z) f + / (jf T y+z)j + L {x* y*z)k> de maneira analoga a derivada de fun^ao veronal 
de uma vanavel. temos 


£1 

Bx 

&h 7 

for ' for 

££ 

dy 

= ^7 

By 


Bf 

H 

3* 

Bz 
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4.9.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Dada a funcao vetorial f{x, y, z) = V* i + xyz 2 j + 4e yz k, determinar suas derivadas parciais. 
Temos 


~~~ = — + yz 2 ; ; 


XZ 2 j + AzC* Z k; 


ay 

— - 2*yz7 + 4ye yt k. 
dz 


Exeniplo 2: Dada a funcao / (w, i?) — {ae* t u 2 v)+ determinar — no ponto (2, 0) e — no ponto (— I, 1). 


Temos 


3/ 

da 


(e\ 2uv) 


du 


(2JY) 

dv 

(-1,1) 


= (** 2- 2*0) - (1,0). 


4,9.3 Interpreta^ao geometnca 

Seja / = /(*, z) uma funcao vetorial contnma. Se todas as varijveis, exceto uma t que pode ser tomada com© 
parajnetro, permaneccm fixas, entao / desereve unia curva no espacjo, 

A derivada partial de / em rtia^o a jr no ponto Po(** }fo n *o) £ derivada da func,lo g(x) = f (x, ^ z$) no ponto 

Xfr Poctajito > corao vimos na $ubsec,ao 2.9.3, se no ponto ^~ # 0, esse vetor e" tangente & curva dada por g (x). 

Analogamente, no ponto P& — £ um vetor tangente a curva dada por h{y) = f(xo t y, Zq) e um vetor tan- 
gente h curva dada por 

Na Figura 4.25 ilustramos a interpretaeao geometrica das dcrivada,s parciais para uma furicao vetorial de duas 
varidveis / = y). Denotamos por C a a curva dada por g(x) = /(jr T }b) e por C 2 a curva dada por 

h(y) = f (x 0 , y). A derivada parcial }b) e tangente a curva C a e a derivada partial ^{x c , yo) & tangente a 

dx dy 

cum C% 
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z 









^ / 





y 


Figura 4.25 

4.9.4 Exemplos 

Excmplo 1 : Seja / a funcao dada por 

y T s) = y 2 i + zco&xj + zsetixk. 

a) Descrcvcr a curva ohtida. la/cndo y = 0 C z — 3, 


b) Representar nessa curva a derivwiu pnrdal -r~ no ponto 


Solutjao dc (a). Fixando y = 0 e 2 = 3„ obtemos a fungao vetorial 

g (x) = /(*, 0, 3) = 3 cos*/ + 3 sen 

que descreve uma circuaferencia 110 piano yz (ver Figura 4,26a). A variavel * pode ser interpretada como o parameiro r, 
conformc vimos na Subse^ao 2.7.7. 




If 








Figura 4.26 


3/ 

Solucau dtf (b)j A derivada partial — e thulu pur 

ffJC 


zscti jr / + zcosxk. 
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No ponto I\ 


<f.0,3). 


^- (P i} ) = -3 sen ^7 + 3cos ? J. 
ax go 


E&sa derivada pardal € a derivada da funcao g(x) = 3cos*/ + 3 sen xk f no ponto x Q = —, e, geometrica- 
mente t cstA representada na Figura 4.26b. 

Exemplo 2: Seja / a funqao vetorial deflnida por / (u, v) = (u cos v, a sen v, 4 - u 2 ) y para 0<w<2,0<^^: 

a) Determinar as curvas obtidas fa? end o u — V2 tp = ^ ( respectivamenic. 

b) Determinar ™ ^ V5 t ^ e ™ j^VS , -^j representando-os geometricaniente. 

Solu^o de (a): Fazendo u = V2, obtemos a curva C h dada por 

h(v)=f{V2,v) 

= {VZcosv, V2 sen v s 2), 0 ^ v ss 2w. 

A curva C] e* uma circunfereneia de centra (D, 0, 2) e raio V2> localizada no piano z = 2>e estd representada 
Figura 4.27. 

w 

Fazendo v = — , obtemos a curva C 2 > dada por 


As equafoes parametricas da curva C 2 sao 


V2 


z = 4- u\ 


2 ' 2 

H3im[nando o parametro w, lemos x ^ y\ z - 4 - 2x 2 . Isso nos mositra que a curva C ? e uma pardbola conlida 
piano x = y (ver Figura 4.27). 



Figura 4.27 


Solucao de (b): Tcmos 


da 


( cos v, sen v, —2a); 


Bv 


= (-u sen v,u cosv.O). 


Capitulo 4 Drrivadai pareiaii c runout's difcTcnciavris 

155 


Port an to, 


1 c 


Na Figuja 4:27 t representamos os vetores v=^/- ( V2 T ^ ) e v, = f V5, t ) sao tangentes as curvas 
^respeetivamente, ^ d " V 4^ 


4,9,5 Derivadas parciais sucessivas 

As derivadas parciais de uma funcao vetoria] de varias variaveis / sao tambem func,5es vetoriais de varias variaveis 
Se as derivadas parciais dessas funcoes vetoriais exisicm, el as s§o ehamadas derivadas parciais de 2* ordem de /. 
Se / = f(x, y) h temos quatro derivadas parciais de 2" ordem dadas por 


dx 1 dx\dxj* dydx dy\dx)' dydx Sx\dyJ dy 2 By\dy}' 


Se / = / (x, y, z) r cada uroa das iris derivadas parciais de l a ordem origina ires derivadas parciais de 2" ordem. 
Analogamente, obtem-se as deri vadas parciais de ordem major, 

4.9.6 Exemplos 
Exemplo 1 : Dada a funcao 

/ (x x y y z) = (sen(jy + 2?), f'seny, x In yz) 

d 2 f a 3 / 
JeJerminar — e - — — — , 

dz Bx dy dz dx 

Temos ~ = (y cos (xy + 2z), e* sen >\ In yz): = ^-2y sen(j:y +■ 2z), 0, 

—— - — = ( -2yrcos (xy + 2z) - 2 sen(xy + 2z), 0, 0). 
dy 

bee m p] o 2 : Dada a fu iscao 

f(x.y.z) = (x*y\y* + z\xyz), 
fdeterminar — — e — T" 110 ponto P(2. 1 T 4), 

T^nus^ = ( 4jf y,0 t ^);^ = (8*^0,*);^- (P) = (8 ■ 2" ■ 1,0,4) = (64.0,4); 
% = Oft. & *); ^ = 0. i)i - (64, 0. 4), 

Ncssc cxcmplo, podemos obscrvar que — - = — — — . Temos 0 scguinte teorema, cuja demonstrac, £0 sera omitida. 

<.i ydx dxdy 
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4.9.7 Teorema 


Suponhamos que / = / (x, y) seja obtida sobre uma bola aberta B( (x^ yo) ', ?) e que — - t — T ^ e ^xd~ tan> ' 

d 2 / d 2 / d 2 / d 2 / 
bcm sejam definidas cm 5. Eruao, sc e sao conrinuas em temos (in, m>) - — — (xq, yA 

O teorema anterior e' conhecido como teorema de Schwarz e tambem e v£lido> com as hipdteses adequadas, para 
fun$5es de ires ou mais varia'veis. 


4/10 Exercicios 

1 , Verificar a regra da cade in 


i 


dh_B£ dx jtf dy 
dt dx dt By dt 


para as f unifies: 

a) /(*, y) = In (* 2 + y 2 ) 

x = 2t+l 

y = 4l 2 - 5. 
*>) ffay) = sen (2* + 5y) 

x = cost 

y = sen t . 

c) f(x,y) =xJ** 
x = 2t 

y = 3r - 1. 

d) f(x, y) = 5xy + x 1 - y 2 
x = f 3 - 1 

y = t + 2. 
c) = lnxjr 

jc = 2t 2 
y = t 2 + 2. 

dz 

Nos exercicios 2 a 7* detenmnar — T usando a regra da 
cadeta. 

2. z = tg(x 2 + y), x = 2s, y = t 2 . 

3. z = xcosy, x = sen t y y = t , 

4. z = arc tg xy, x = It, y = 3f . 

5. z = £*(cosjc + cosy), x = t\ y = t 2 . 


6, Z = — x = e \ y - In t . 


* 1 

8. Dada a fumjao / (r, y) - + e xy > com .r(r) = — c 

r dh 
y(t) - Vf, encortlrar — onde ft (I) = y(0)L ! 

tu 

9. Scja = cost), onde / : IR 2 iR £ uma 
furicjo diferencidve], 

a) Determinar A r (f) em func3o das derivadas par- 
ciais de /. 

d f 1 

b) Sabendo que — (e 2w , -1) - — T defemunar 

h (tt). 

10. Sejam z = f(x,y) r x = x(t), y = y(t)< Obtcr a 
derivada sendo h a fungao composta 

h(t) = f(x(t), y(t)). 

11 . Verificar a regra da cadeia para as f undoes: 

a) z = u 2 — v 2 , u = jc + 1, v = xy 

b) z = f(e\ -y 2 ). v) = 2u + v 2 


7, r » jcy, jf ■ 2/ 2 + 1, y = sen r 


c) z = Vu 2 + 1^ + 5, h = cosjc, y = sen y 

d) /(«, v) = uv - v 2 + 2 t u = x 2 + y 2 , 
v = x — y + xy 

«) y) = ^^y* jc = 2k 2 + v 4 , y = 3« 2 + v : . 

Nos exercicios 12 a 16 T determinar as derivadas parciais 

du dv 

12. z - V^ 2 + y 3 , jc = «* + l f > - ^f 2 . 

13* z = In {x 2 + y 2 ), jc = cosweos v» y = sen u cos v. 

14. z = x = uv. y = u - v. 

15. z = jc 2 - y 2 , x = u - 3v T y = w + 2v. 

1 6. z = = mcos v T y = u sen v. 
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17. Dada a funcJSo f{x, y) = - + x 2 + y 2 com 

at a/ 

x — rcos# ey = f sen 0, encontrar — e . 

7 Sr dB 

Sos e&era'cios 1 S a 22, determinar as derivadas parciais 

^ c — 
dx by 

r 1 + * 

18. z , r=l+;c,s = jc + y. 

s 

19. ;- «v" 4- v In w, m — 2jc — y> v = 2r + y. 

20. z ~ i 2 + m 2 , 1 — cos xy, m = sen xy. 
Ml. z = ii 2 + v i ( «=^-^,v = e 2 **. 

22. z = iiv + u 2 t m = jcy, v = x 2 + y 1 + \nxy. 

23. Seja £ - f(x, y), x = rcosfl, y = r sen 0. Mostrar 
Que 

(jz) + (a^) " (a7) + ?(a*) ' 

24. Seja / ; IR 2 -* IR uma funcao diferenciavel. Mostrar 
que z = f{x — y, y — x) satisfaz a equacao 

d x d y 

25. Dada z = f(x 2 + yX/diferenciavel, mostrar que 

y — - x — = 0. 
7 dx dy 

26. Supondo que z - z(x t y) 6 definida implieitamente 

por / — , — =0, mostrar que x — + y — = z. 
r J \z zj M dx 7 By 

K r ^ . . , . , 3w 3w 

if. Dcl-ltiihiuli- as ocrivuJjis ixnvkii* 0 

du dv 

a) w = j 2 + 2y* ~ z\ jc = 2iiv T y — u + v 

b) w — jry + jci + yj J jc = « 2 — v 2 , y = «v, 
Z = (l* - v) 2 . 

28- Se z - /(jc, y) , J* = ycosfl e y = r sen oude / 6 

uma funcao diferenciavel, expnsssar ^-^ c ^-^ como 
funcoesderefl. * * 5 * 

29* Supondo que a funcao diferenciavel y = /(jc) € 
definida implieitamente pela equacao dada. determi- 
nar sua derivada — : 
dx 

a) 9jc 2 + 4y 2 = 36 

b) 2x 2 - 3y 2 - 5xy. 


30. Supondo que a fungao diferenciavcl z ~ f (x> v) c 

de fin ida pela equa^ao dada, determinar — e — : 
i ^ dx dy 

a) Jt J y 2 + x 3 + z 3 - z = 1 

b) jc 2 + y 2 - z 2 - xy = 0 

c) jyz - x - y + x 2 = 3, 

31. Supondo que as funcOes diferenciaveis y = y(x) e 
z - z{*)* Z > 0, sejam defmidas iraplicitamente 

peio sistema dado, determinar as derivadas — e — : 

dx dx 


(x 2 + y 2 + z 2 = 4 
U + y + Z-2 


y = 2. 

32* Determinar as derivadas parelais de l a ordem das 
funcoes x = x(u y i ) e y = y(u, v) deflnidas 
implicit anicnte pelo sistema dado: 


fjr 3 + u 2 + y z = 0 
(x 2 + y 2 + v 2 = 0 

• fc-; 


v = 3 
3«v + v 2 = 0. 

33. Pode-se garaniir que a equacao 

x* + 2jry + y 3 = 8 

define implicitamente alguma funcao diferenciivel 


y = y{x)l Em caso positive* determinar 


dy 
dx 


34. Verificar que a equacao dada define impJic'itLimcntc 
pelo menos uma funcao diferenciivel y = y(x). 
dy 

Determinar — . 

dx 

a) e* y = 4 

b) + y^ + y + 1 = 0, 
35* Escrever a regra da cadeia para 

b) h{x)=f{x,u(x),v(x)) 

c) /i(u,v,m>) v t iv),y(w T 

36. Dad as as funcoes x = v) e y = y(w, v) de- 
flnidas pelo sistema 

f« = 2* 2 + y 2 
\v = jc — 2y 

determinar as derivadas parciais de t a ordem dc x c v 
em relacao ai;e v. 
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37* As equacoes 

2u + v - x - y = 0 e 
xy + uv — 1 

determinant «ev como func,6es de j e y. Determinar 
& u Bu dv dv 
d x' dy dx dy' 

38« Calendar o jacobiano } . para 
d(it,v) p 

a) x = u cos v y y = tt sen v 

v 

b) x = u + v, y = - 

u 

c) jt = w 2 + v 2 , y = wv. 

39. Supontlo que as funcdes diferenciaveis y = y(x) e 
z = £(x) sejam definidas impJicitamente pelo sistema 

f T 2 1- y 2 - Z 
\x + y = 4, 

determiner: 

v dy dz 
a) e — - 
rfjc dx 

h) Urn par dc fun^oes y = y(x) e z = z(x) defi- 
nidas implicitaniente pelo sistema dado, 

40. Encontrar as derivadas de 2 fl ordem das seguintes 
funcdes: 

a) z = x 2 - 3y* + 4x 2 y 2 

b) z = x 2 y 2 - xy 

c) z — \nxy 

d) z = e Ty . 

41 . Encontrar as derivadas parciais de 3 fl ordem da funcjlo 


Nos exercicios 42 a 47, determinar as derivadas parciais 
indicadas 


46. w = jt + y 2 + 4Z 2 + I, 


42. f(x f y) = 


43, £ = x cos xv, 

44, z = In(j 2 + y 2 ) 


1 ff aV 
Vx 2 + 4y 2> 3x 2 * dxdy' 

$h & 2 Z d 2 Z 
d X 2 ' dx dy' dy dx' 

d\ 


dx dy 2 


45. u = Vl - x 2 -/-!?, 


dz 2 * dx dy 


dx By dz dz dx dy 


47. z - V2xJTJ\ ^ % 

1 dx dy dx* 

48. Verificar o teorema de Schwartz para as funics; 


a) z '■ 


x + y 


b) z = xe*** 


49. Se z = f(x, y) tern derivadas pardais de 2 a ordem 
contmuas e satisfaz a equacao 

^ + ^ = 0 
dx 2 dy 2 

e tLiSsi iiin;i funcSo harmonica. Verificar se I 
funics dadas sao harmftnicas. 


a) z = jj^'sen y 
fa) z = e*cosy 


c) z = v - 3x 2 y 

d) z = x 1 -4- 2xy. 


50. Cakubr as derivadas pareiais de l a ordem das 
seguintes fungoes: 

a) 7(x, % z) = Vy7 + x*yV7 + e^ 1 * 

c) h(x,y t z) = (9 - z\9-y 2 i 9-x 2 ) 
4> ?{^>y) = (e^xye^) 

e) ?{jc,y) = (xVy, (x - y))ny) 

f) m(x, y t z) = ^7 + inxzj + 2?, 

51 . Dada f (x y y,z) = (e^, e^), encontrar 

5x dy dz 

52. Dada /(jc t y, z) — (x 2 y T x + y, xz), verificar que 

^- (1,0,1) + ^ (1,0,1) = a, 
5x 1 ' ay ^ ; 

onde a = lim f (x, y T z). 

53. Seja / a funcao vetorial definida por 

f(x, y, z) = xzi + y (1 + x 2 ) j 4- zk 
ei) Descrever a curva obtida fazendo y = 2 e z = U 1 

b) Representar nessa curva a derivada parcial no 
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54. Seja / a fiinggo veronal defimda por 

/(u,v) — (mcosv, u sen v, 3 + « 2 ) 

para 0 < u ^ 3, 0 ^ v ^ 2tt. 
a) Determinar as curvas obtidas fazendo u = V3 e 
v = — respectivamente, 

sentando-os geomerricameu le . 


55. Dada a fun?ao /(*, v) = (jcyz > jcy, V? + ?) r 
determinar - 


56, Determinar 


dx £ dy £ 
*5 


hxtiy 


dxdydz dxdzdy 
sendo f(x, y, z) = {xy 4 , x^ + I, xe y *). 


57, Encontrar 

d 2 / d 2 f d*f d'f 

dx 2 * dy 1 T dxdy ' Sx 2 dy e dz? 

das seguintcs hjnc,oes: 

a) f(x, y, z) = (xyz, In In 7) 

b) f(x, z) = (e 7 sen jc, sen y, z) 


58, Encontrar 
dados 


it 

9x 2 


rJ ■ 


f i*m) = (x+y + zAx + y + z)\ (x + y + z )*) 

e ^0(1,0, 1). 


Maximos e Minimos de 



Neste capi'tulo, vamos analisar os maximos e minimos de funqoes 
de varias variaveis. 

0 maximo ou minimo de uma fun^o de duas variaveis pode ocor- 
rer rra fronteira de uma regiio ou no seu interior. 

Inidalmente, vamos analisar exemplos em que os maximos e mini- 
mos eucontram-se no interior de uma regiao. Posteriormente, 
mostraremos as tecnicas para determinar maximos e minimos m 
fronteira de urn conjunto e Lambem sobrc uma curva, Diversos 
exemplos il us tram a a pli cacao de conccitos e proposicoes para a 
resolucao de problem as p rati cos* 

Alguns exemplos serao dados para visualizarmos o caso de funics 
com ma is de duas variaveis. 


5.1 lntrodugao 

Considerenrios os segumles enunciados; 

1 E ) Quais sao as dimensdes de uma caixa nei angular sem lampa corn volume ti e com a me nor area de superffck 
possivel? 

2 11 ) Sejam (x,, (x 2t j^) v (jt 3i y 3 ) os vertices de urn trianguio. Qua! e 0 ponto (:t\ y) tai que a soma dos 
quadrados de suas di stand as aos vertices £ a menor possiveJ? 

3 E ) A temperatura Tern qualquer ponto (x, y) do piano 6 dada por T = T(x, y). Como vamos detcrminar a tem- 
perature maxima em um disco fechado de raio a centrado na origem? E a temperatura minima? 

Para revolver essas e outras questoes, vamos pesquisar maximos e/ou minimos de f undoes de duas on mais varidveis. 
De maneira analoga ao que foi estudado para furtcoes de uma vuriave], necessi tamos u.sar defmicoes e tcorcmas. 
N,i>, ^ocs sk'^uimcs. vamos analisar as defini^oes e teoremas que vao timdamcntar a anaIKe do I". 2" e .V enunciation 


5.2 Maximos e Minimos de Fungoes de Duas Variaveis 


Observando a Figura 5.1, podemos intuiiivamcntc dizer que' 

• os pantos P x e P 2 sao pontos de mini mo da func.ao z = /(x s y) situados no interior de A C D(f); 

• 0 ponto P y 6 ponto de maximo siluado na fronteira de A C D(J). 
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As deft ni^ucs que scgucm formal Uam cssji observing . 

5.2 .1 Defini^ao 

Seja z = /(jc, v) uma fimelo dc duas variaveis. Dizemos que (x^ ft) € D(f ) 4 ponto de maxima absolute ou 

global de/se, para todo ( x * ^ G D <^' " 
Dizemos que / (x^, yfa) € 0 valor max i mo de/ 

5.2.2 Exempio 

A Hgura 5.2 nmstni a funcao f(x t y) = 4 - x 2 - y 2 . O ponto (0, 0) £ urn ponto de maximo absolute ou global 
de / pois, para todo 

(a, v) 6 D{f\ 4 - x 1 - y 1 ^ /(0, 0) ou 4 - x 2 - y 2 £ 4 para todo (*, e IR 2 . 
O valor miximo de y) = 4 - - y 1 d /(0, 0) = 4. 



Figure 5,2 

5.2.3 Defini^ao 

Seja z = f(x, y) uma funcao de duas variaveis. Dizemos que (.r M , vta) € Z>(/} e" ffe minima ab.whtto ou 

global de /se, para todo 7> e ^ " 

Dizemos que f{x& ft) e" o valor mini mo de/ 



Cilculo B - Purines de varias variaveis, integrals multiplas, Integra is curvilinear e de superfkie 


5.2.4 Exemplos 

Exemplo 1 : 0 ponto P 2 e D(f ) da funcao z = f(x, y) da Figura 5 J € urn ponto de mmimo absolute ou global de 
/pois, para todo y) G D{f), f(x t y) ^ f(P 2 y 

Exemplo 2 : A Figura 5.3 mostra o grafico da fun^io z = 1 + x 1 + y 2 . 0 ponio (0, 0) e* urn ponto de mfnimo abso- 
lute ou global dessa fun; no, pois, para todo 

(x, y) <= JR\ 1 + x 1 + r s AO- °) ou 1 + ** + y 2 &l. 
y^ft, 0) - I e J o valor mSnhno dessa fuiic^o. 



Figura 5.3 


5.2.5 Definite 

Scja £ = f(x, y) uma funcJo de duas variaveis, Dizemos que: 

n) (jc 0> yo) E D(/) e ponto de maxima relative ou heat de/ se esi&Eir uma bola aberta S((jt 0 , r) tal que 

fix, y) £ f(x& yo), para todo (*, y)eBn D(J). 
b) (jf 0 , >b) G D(/) d /w/i/o minima rdauvo on local de / se exist! r uma bola aberta B((xq. r) tal que 

/(x, j?) & /(^ para todo (x, ;)efln otf ). 

5.2.6 Exemplos 

Exemplo f; Os pontos P x e F 2 pertencentes ao dominio da funcao z = f(x, y) da Figura 5.1 sSo pontos de mini- 
mo iocais. £ fdcil visualizar a exlstencia da boJa aberta: 

B(Pj\ taJ que /(jc, y) s /(/>) para todo y) e fln K 2 

C(P 2 ; r t ), tal que /{jc, y) > f(P 2 ) para todo (jc, y) SCn IR 2 . 

Exemplo 2: O grafico da funcao z - sen 2 * + ^y 2 pode ser visualizado na Figura 5 A. Nesse caso, verificamos a 
cxistencia dt: infinitos pontos de mini mo J oca is no dommiu de z, isto e\ em IR 2 . 
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Figura 5.4 

Anal is undo a expressao anal i lie ll, pcidcmos facilmente conduir que o valor mini mo de z 6 encontrado quando 

sen 2 x = 0 e i y 2 = 0, 

i seja, para x = Jhr, A e Z e y = 0. 

Assim, os pontos (Att, 0) para A - 0» ±1, ± 2,. . . sao pontos de mininio locais da fungao 

I = sen 2 * + jy 2 - 

O valor iriinimo da funcao £ zero. 

£ usual denominar os pontos de maximos e mfnimos de uma funcao de pmtos extremantes (locais ou globais). 
Diantc day dcfinieocs 5*2*1, 5,23 c 5.2.5 e seus respectivos cxemplos, podemos visualizar a necessidade de buscar 
■eiudo* praiicos para dcicrminar i>$ pontos exiremantes de uma funcao z = f(x, y). Para isso. necessitamos da 
-nicao de ponto critico e das proposigdes que seguem. 


5.3 Ponto Critico de uma Fun 9a o de Duas Variaveis 


Seja z = f(x y y) definida em urn eonjunto aberto U c JR 2 . Urn ponto (jc 0 , >^)e(/ € urn ponto critico defw a.s 

i parciais — (j 0> ^) e — (jt^ ^j) ^o iguais a zero ou se/nao € diferenciaVel em (x 0 , y^) G £/. 

Geomctricamente, podemos pensar nos pontos crfticos de uma funcao z - y) como os pontos em que o sen 

) nSo lem piano tangente ou o piano tangente € horizontal. 
Vamos ver que os pontos extremantes de i = f(x, y) estao entre os seus pontos crfticos. No entanto, um ponto 
critico nem sempre £ um ponto extremante. 

Um ponto critico que nao € um ponto extremante e chamado ponto de sela, 
Uma visual iza^ao geometries das diversas situacoes € apresentada no exemplo que segue, 

5.3.1 Exemplo 

Verificar que o ponto (0, G) € ponto critico das func.6es: 
a) f(x* y) = x 2 + y 2 c) f{x, y) = x 2 - y 2 

f If 

{ G, (x,y) = (0 y 0) 
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SoJugSo: 

a) O ponto (0, 0) £ urn panto criiico de f{x t y) = x 1 + y 2 pois 

£(0,0) = 0 e ^(0 T 0) = 0. 

Como vimos na Figura4. 1 1 da Subsegao 4.3.2(a), no ponto (0 T 0, 0) T o graTico de / admite um piano tangente 
horizontal, z = 0, 


b) O ponto (0, 0) 6 um ponto criiico de f{x, y) = \'2x 2 + y 2 porque p nesse ponto, conforme vimos no exem- 
plo (b) da Subsecao 4.3.2, a fungao dada nao possui derivadas parciais. 

O gr&fico de / nao possui piano tangents em (0, 0, 0). 

c) O ponto (0, 0) e' um ponto erftico de z = x 2 - yr pois 

^(0 T 0) = G e ^(0,0) -0. 
3jt v ' ay 

Nesse caso. o piano tangente tambem € horizontal (ver Figura 5Sy 



Figura 5.5 

{— — — T (x,y) ^ (0,0) 
x 1 + y 2 * pois, conforme vimos na Secao 43. 

0, (*,y) = (0,0) 

fix, y) nao 6 diferenciavel na origenL A Figura 4. 1 0 mostra essa ftincao. que nan admite piano tangente na origenL 
Obscrvamos que o ponto (0, 0} 6: 

um ponto de minimo global para a funclo f(x, y) = x 1 + y\ 

■ um ponto de minimo global para a fungao f(x+ y) = V2je 3 + y 7 t 

■ um ponto de sela para a fun^ao /( x, y) - x l - y 2 t 

[ 2y 3 

um ponto de sela para a funglo / (x, y ) = I x* + y 1 * ^* ^ ^ ^ ^ 

0, (x,y) = (0,0) 
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5.4 Condi*9ao Necessaria para a Existencia de Pontos Extremantes 
5.4.1 Proposicao 

Seja z = f(x, y) uma fun^ao difercncidvel cm urn conjunto abcrto U C IR 2 . Se (jtq, ft) G U d urn ponto cxtre- 
mante local (ponto de mdximo ou de mi'nimo local), entao 


isto e. (.t,j, v 0 ) £ urn ponto cn'tico de /. 

Prova: Vamos supor que (jt 0 , ft) G U 6 urn ponto de maximo local de /. Existe, entao, uma bola aberta 
B - B{(x„, v () ), r), tal que, para todo (x, y) G £, 

f(x*y) */(*o>>b). 
Consideremos a funcao de uma variavel, definida por 

h : / c IR -* IR 

h(x)=f{x.y 0 ) 

onde / e urn intervalo abcrto que conte'm r 0 tal que. para todo x G /, temos (jc, ft) £ B (ver Figura 5.6). 


1 1 1 
1 1 1 

1 T + ' 
1 1 1 
1 1 1 


Intervalo I 
Figura 5.6 


Temos que: 


h(x) 6 dcrivavel em x 0 , e h'(x 0 ) = — (atq, ft). 

OX 

• x Q 6 ponto interior de / e e um ponto dc maximo local dc h(x). 
Ent3o, h'(x 0 ) = 0 ou — (* 0 , ft) = 0 (ver proposicao 5.4.4, CdlculoA). 

dX 

Analogamentc. mostramos que — (jr 0 , ft) ■ 0. 

By 

Usando essa proposicao. podemos encontrar. em muitos exemplos. quais sao os pontos candidatos a pontos extre- 
mantes de uma funcao. ou scja, podemos encontrar os pontos crfticos tais que as derivadas parciais se anulam. 

5.4.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Dctcrminar os pontos crfticos de f(x, y) = 3xy 2 + x 3 - 3x. 

Solucao: Essa 6 uma funcao do tipo polinomial e, portanto. suas derivadas parciais existem para todo (.*, y) G IR 2 - 
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Basta, entao, revolver o sistema 


para identificar os ponlos enlkos. 
Temos 


3/ + 3jf 2 - 3 


— = 6xy. 


Vamos resolver o sistema 


(1) 


Da equaglo 6w - 0 cunduhnos que x = 0 ou y = [X Fazendo jt - 0> na primeira equa^ao de ( 1 ), vem 

3y 2 -3 = 0 ou j = ±ls 

Portanto t temos os pontos (0, 1) e (0, —1). 
Fazendo y - 0, na primeira equac, ao de (1 )* vem 

3x ■■ - 3 = 0 ou a' - =1. 

Obtemos, entao, os pontes (1, 0) e (-1,0) . 

Conclmmos, entao, que a func,ao dada tem quatio pontos criticos 

(0,1), (0,-1), (1,0) e (-1,0). 

Excmplo 2: Verificar que os pontos situados sobre a reta y = x - kir y com k - 0, ±1, ± 2,, . . sao pontos crmV 
cos da ftine.ao 

z = cos(* - y). 

Sulucao: Vamos encontrar as derivadas da func&o dada para estrumrar o sistema cuja solucao define os pontos criticos. 
Temos 

— ■ = - sen (or - vl; — = sen {x - y). 
dx v " dy " 


Q sistema 

reduz-se h eqnagao 
cuja solucao 6 


f-sen (x - y) 
I sen (x - y) 


sen ( x - y) = 0 


x - y = for, k = 0, ± 1, ± 2,. . . ou y = x - kir, k - 0, ± l t ± 2,. . . 

Portanto, concluimos que os pontos situados sobre a reta y - x - kw, Jt = 0, ± 1, ±2,... sao pontos critico* 
da fun^ao 2 = cos (x - y). 
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5.5 Uma lnterpreta^ao Geometrica Envolvendo Pontes Criticos de 
uma Fun^ao z = f(x, y) 

Si. discutimos que podemos pensar nos pontos criticos de uma funcao z = fix, y) como os pontos em que o seu 
grafico nao tern piano tangents ou o piano tangcnte 6 horizontal. Vamos a^ora, intijiiivamL-nic, idem i near qual c o jipo 
de paraboldide que melhor se aproxima do gr£fico da funcao proximo de um poiito critico (* 0 » y^). 

Na Figura 3/7, temos um exemplo de uma funcuo z = f(x, y), em que o parabolcade que dd a melhor aproxi mac, ao 
4 um paraboloide elftico (uma curva de nfvel € uma el ipse ou, em particular, uma circunfereneia) de concavidade volta- 
h pam cimui. As settles retas verticals, rnostradas rta Figura 5,8, tern a concavidade voltada paracima. Temos, assim, 
am ponto de mini mo relativo ou local. 



Figura 5,7 Figura 5.8 


Na Figura 5,9, temos um exemplo de uma funcao z — f(x, >■)> para a qual o paraboloide que dd a melhor aproxi- 
■agio £ um parabol6ide elftico voliado para baixo. As secoes retas verticais, mostradas na Figura 5.10, t§m a concavi- 
dade voJtada para baixo. Temos, assim, um ponio de max i mo relativo ou local. 



Figura 5*9 


Figura 5.10 
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Na Figura 5 J 1 , temos urn exemplo de uma funcao z = f (x+ y), em que o paraboloids que da a melhor aproximacao 
6 um paxaboloide hiperb61ico, Aigumas segoes retas verticals do grifico, mostradas na Figura 5.12, tem a concavidade 
voltada para tima, e algumas lem a concavidade voltada para bairn 

Essa visual iza^ao geome'trica vai possibilitar o entendimento da proposicao a seguir, que nos d£ oma condicao sufi- 
ciente para que um ponto critico scj;s um poriiu e\i re nut rue local. 




Figura 5.11 


Figura S.I 2 


5.6 Condi^o Suficiente para um Ponto Critico Ser Extremamente Local 
5.6.1 Proposicao 

Seja Z - j/) uma funcao cujas derivadas pareiais de l a e 2 a ordem sao commute em um eonjunio aberio que 
comem (Jtf> fa) e suponhamos que (x&jfc) seja um ponto critico de / Seja H(x y y) o determiriante 


H(x,y) 


Temos 


a) Se //(jt u . > t) e \( a,,. > } ■ i). erino (x,,. v M ) e um ponto de minima loeal de/. 

b) Se H(x a ,y a ) > 0 e ^4, ft) < 0, entSo (x 0 , ]Q 6 um ponto de maximo local de/ 

c) Se f^(x 0t >b) < <X entao riao £ cxtremarite local, Nesse caso, (je 0j e' um ponto de sela. 

d) Se H(X(f, yt>) = 0, nada se pode afirmar. 
Observamos que a matriz 



aparece em diversas situa^oes em um eurso de Calculo e e* eonhecida eomo matrix hessiana, O seu determinante, Hfa y% 
6 chamado determinant hessiano da funcOo z - f (x, y). 
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Considerando a complexidade dc uma prova complete, vamos apenas usar as ideias geome'tiicas, da Secao 5.5, para 
justificar os di versos itcns dessa proposicao, 

A ideia fundamental 4 usar as dcrivadas de 2 a ordem da funcao f(x f y) para determinar o lipo de paraboloide que 
melhor se apn»dma do grifico da fun^o prtfxinw de win ponto critico (x& to) . 

O parabol6ide que melhor se aproxima do graTico de ffx } y), proximo ao ponto critico (x^ y^), 6 o graflco da 
fimc,ao poJinomial 



TZi** to) = irW to) 


17 (^>b) -^*<hJfc) 


ay 

a* 2 


ay 


&t ay 


ay* 
a 2 / 

■T.V . I X' 


to)* 


(1) 

(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


O grafico do parabol6ide que satisfaz as cond^oes (I) a (5) tern o mesmo piano tangente que 0 graTico de / em 

»>)■ 

E J iidL'nn^ rcc^revcr :is equates ( ] J :i (5) eurao 


(6) 


(7) 


5 = ^^^ 


(8) 
(9) 
(10) 


a?f si 1 / ?f 

Assim t A, C sao iguais as dcrivadas de 2 ordem de/ — , — r, respectivamente. 
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As curvas dc nivel de F(x, y) sao encomradas pela equacao 


(It- 


Da geometria analftica, sabemos que a equacao (11) represeitfa as curvas: 

• Hipdrbole, quando B 2 - cj - B 1 - AO 0. 

• El ipse, quando B 1 - AC < 0. 

• Parabola, quando B 2 - AC = 0. 

Assim, 

a) se B 2 - AC > 0, as curvas de nivel de P(x y y) sao hiperboles, e o grifieo de P(x f y) 6 urn parabol6ide 
hiperbolico. Portanto h nesse caso,/tem urn ponio de seia, como € ifustrado nas figuras 5-11 e 512. 

ta) se B 2 - AC < 0^ A > 0 e C X), as curvas de nivcl sai> clipscs, c t> grdfieo dc P{x T y) 6 urn paraboloids 
elftico para cinia. Poriaiuo, nesse caso,/tem um mini mo iclativo cm (x lh y^) (vcr figuras 5,7 c 5.8), 

c) se B 2 - AC < 0s A < 0 e C < 0 t as curvas de nfvel s3o elipses, e o grtifico de P(#, y) £ um paraboloide 
diiico para baixo. tartan lo, nesse caso T /tem um miximo relafivo em (x n , y,) (vcr figuras 5,9 e 5,10), 

d) se B 2 - AC - 0, as curvas de mve! de P(x, y) sao parabolas, e o sen grafico € um cilindro parab6Mco« nadt 
podendo ser conclufdo. 

Quando B 2 - AC < 0, teraos que A e C tern o mesmo sinaL Assim, substituindo A f B e C pelas derivadas coo- 
forme (8), ( 10) e (9) T respecti vamcntc, obtemos as expressoes conclusivas do teorcma. 

5.6.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Classificar os pomos erftieos da funcio 

f(x, y) = 3xy 2 + jc 3 - 3 v 

discLttida no Exemplo 1 da Subsecjo 5,4,2. 

So I u dm: No Exemplo 1 da Suhsccao 5.4.2, cncontramos os sciiuhik.'* pontos entices dessa funcao: 

(0,1), (0,-1), (1,0) € (-1,0). 


Para classifica-los, vamos usar a proposicao 5.6.1. 
O determinante hessiano £ dado por 


H(x, y) 


Temos 

U Atialise do ponto (0, 1). 

Nesse caso, 


§<*y> 


d 2 f 

Bx by 


(*,>> 


by Bx 

it 

by 2 


(*>y) 


6x 6y 
6v 6 a 


36x 2 - 36y 2 


//(0J) 


1° 6 1 

6 0 


36- 


Assirm H(0, 1} < 0 e T entao. (0 T 1) 6 ponto de sela. 
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2. Aiiilise do ponto (0, -1). 
Tcmos 


"(0,-1) 


0-61 
-6 0 


-36, 


Assim, £f(0, -1) < 0 c T cm3o, (0,-1) £ ponto de sela, 

3. AnaTise do ponto (1,0). 
Temos 


#(1,0) 


16 0 1 
I 0 6 


36. 


Co mo H(1 T 0) > 0 , devemos anaHsar o sinal de (l t 0). 

Temos — 7 (1,0) = 6. Como H(l, 0) > 0 e — ^(1,0) > Q f conduimos que (1,0) € ponto de mfnimo 


fecal dc/. 


4 Analise do ponto {-l t Q). 
Temos 


1-6 01 

; o -6\ 


ft ■ I J. 


(-1,0) = -6<0. 


d 2 f 

Assim, H{- 1, 0) < 0 c ^ (-1, 0) < 0 e, portanto, estamos diante de urn ponto de maximo local da funcio. 

Conclu imos, entito, usando a proposicao 5.6.1, que os pontes crfticos da fungao /(.v. y) - 3z)^ + - 3jc sfio 
ssificados como: 

* (0* l)e(0 p - 1 ) pontes de sela; 
I (1 T 0) ponto de m mil no local; 

* (—1*0) ponto de maximo local. 
A Figura 5, 13 i lustra esse exemplo. 



Figura 5 J 3 
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3 3 

Exemptt) 2: Mostrarquc f(x, v) - -i" 2 + ry - v : - - - - + 5 lem mini mo local cm (1, 1). 

x y 

SoJu^ao: Vamos t imciaJmente, verificar se (J t J) 6 ponto crftico. 
Tern os 

*/ <* 3 

— = 2x + y - -= 
dx x 2 

& f 3 

— = x + 2y - -w- 
ay y 2 

Como ^ (1, 1) - 0 e ^ (l t 1) = 0, conciufmos que (I, l)i ponto crftico de /. 
Vamos agora calcular o hessiano 


1 2 + 


(-a(-))-- 


Assim, 


Temos tamtam que 


HO A ) = 63 > 0, 


(1,1) = S> 0. 


Como 1) > 0 e — j (1, 1) > 0, conciufmos, pela proposicao 5.6. h que (1 T 1) £ um ponto da mmimo da 
funcSo. 

Excmplo 3; Seja /(jc, y) = 2jc 3 + 2j? 3 - 6x - 6y. Analisar os pontos de maximo e mmimo de / no conjunlo aber- 
to A da Figura 5.14. 


>'3 


'-3 
Figura 5.14 


Solucao: Para enconirar os pontos candidates a pontos de maximo e minimo, vamos usar a proposicao 5.4. 1. Temos ■ 
que A 6 aberto e/g uma funcao do tipo polinomial, portanto diferenciavei. 


J 
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Tetrios 


Vamos revolver o aisle m;i 



A solu(2o de (I) € consthuida pelos pontos (1, 1), (I, —I), (— 1, 1) e (— 1, — 1). 
Para classificar esses pontos, vamos usar a proposicao 5,6.1, Temos 


1* Andlise do ponto (I, I). 
Temos 


a 1 / 


a 5 / 


fori 


fori 


12* 0 
0 12^ 


(1, 1) e ponto Jc mfnimn tocal de /. 


Assim, //(1, 1) > 0. Vamos. entao, anaUsaro sinal de ^4 (1, 1J. Temos ^ (1, 1) = 12. 
Como 1) > 0 e — ^(1, 1) > 0, conclufmos que 


(1) 


2. Andlise do ponto (- h - 1), 
Temos 

■ «<-'->-r , »-.2i-- ; * ; jg 

a 2 / 

Como H{—l t - 1) > 0 e (~1> ~ 1 ) % conclufmos que (-1,-1) 6 ponto de maximo local de/ 

3, Analise dos pontos f 1 , — 1) e (— 1, 1). 

Temos 

tf(l T -l) = //(-VI) = -144, 

Portanto, (is pontos fl, - I } <-' i — U H sao pontos dc sclil. 

Conclufmos, entao. que a funcao y) = 2jc 3 + 2y 3 - 6x - 6y possui urn ponto de mini mo local e urn ponto 
e miximo local, respeciivamente ( \, 1) e (- 1, - 1 ) T perrencentes a A . 


5.7 Teorcma de Weierstrass 


Scja 


/ : A c IR 2 -* 1R 

z - f(*> y) 


A- 
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uina funcao conimuu no con junto fechado e limitado A. Entao existem P u P 7 A lais que 

qualquer que seja P £ A. 

A prova desse teorema pode ser encontrada em livros de Analise Matemdtica. 

Sal ien tamos que esse teorema e de grande valia para a resolucao de problemas praticos em que necessitamos ana- 
lisar ponies extremes perterjcentes a fronleira de urn eonjunto, Ele garante a existenria do ponto de rmiximo e do ponto 
de mmimo de uma funcao contfnua com domfnio fechado e limitado. O exemplo que segue ilustra sua aplicac^o. 

5.7.1 Exemplo 

Seja f(x, y) = 2x* + 2y* - 6jt - 6y, a funcao analLsada 
no Exempto 3 da Subsecao 5.6,2, Determine o valor maxima e 
o valor mmimo de / no conjunto B de limitado pelo triangulo 
MNP da Figura5.15. 

Solucao: Pelo teorema de Weierstrass sabemos que existem 
P lf f 2 e B tais que 

para qualquer PeB. 

Portanro, a busca de P\ e P 2 represeiita a busca dos pontos Figura 5,1 5 

de mini mo e maximo absolutes, rcspeetivamente, de /em B. 

Vamos, inicialmcnte, analisar os pontos pertencentes ao interior de B. 

Usando os rcsultados do Exemplo 3 da Subsecao 5.6.2, temos que o ponto (1, 1) € o unico ponto crilico de / que 
esta" no interior de B. Sabemos tambe'm que (I > I) e um ponto de mini mo local de / 

Para analisar os ponlos na fronteira de B, vamos divldi-la em tres segmentos: AfN, NP e PAf, Temos:; 
L Anilisede ~PM 

Os pontos pertencentes so segmento PM sao pantos tais que 

x + y = 3, 

Vamos analisar os valores tki funcao nesse segmento. Temos, para 0 =3 x ^ 3, 
f(x, 3- x) = 2jt 3 + 2(3 - jr) 3 - 6x - 6(3 - jc) 
= IS* 2 -54x + 36. 

Nes.se caso> podemos usar a anaMise de maxiinos e mfnimos de funcoes de uma varidvel (ver Segao 5 J do Hvro 
Calculo A, sexta edieao), Temos que: 

3 

• x = - i um ponto de mini mo em (0 t 3); 
» x = 0 e x - 3 syo pontos de maximo em [0, 3]. 

2. Analise de MN 

Analogamente ao item 1 , vamos analisar a funcao 

f(x, 0) = Ix 3, - 6x, 0 < x < 3. 

Temos que 

x - 1 e J um ponto de mfnimo de f(x* 0) em (G\ 3); 
x - 3 e" um ponto de max i mo de f(x* 0) em [0, 3]< 
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3. AnSlise de NP 

Tcmos> nesse caso, a funglo 


/(0, y) - 2y> - 6y, 0*y* 3 + 


Assim, 

* y = 1 e um ponlo de minimo de / (0, y) em (0, 3); 
v = 3 6 um ponto de maximo de_f (0, y) em [0, 3J. 
Fara concluir esse exemplo, vamos observer o resumo que segue: 


Pontes 

Loealizacao 

Imagcm do ponto 

(I 1) 

Inferior tie H 

-8 

(ID 

Fronteira de B 

9 
2 

(0, 3) 

Fronteira de B 

36 

(3.0) 

Fronteira de B 

36 

(1,0) 

FroruciradeB 

-4 

(0. ];, 

Fronteira de B 

-4 


Diante desse resumo, conduimos que o valor mdximo da funclo f(x, y) em B 4 

f(0, 3)=m 0) - 36 
. alor mini mo de f(x, y) cm B 6 

/a, i) = -s. 


5.8 ApHca^des 


A maximizacao e minimi za^ao de func,5es de varias vari&veis e um problema que aparece em varias contextos prati- 
os. como, por exemplo: 

• problemas geome^trieos (ver o l fl e o 2 H enunciado da Se^ao 5.1); 

* problemas ffsicos {ver o 3 fi enunciado da Sec5o 5.1); 
■ problemas econdmicos ere, 

Os exemplos que seguem ilustram as situa^oes enundadas 
m Secao 5. 1 e tambe'm outros enunciados pra'ticos, 

Exemplo 1 : Quais as dimensoes de uma eaixa retangular 
«m tampa com volume 4 in 3 e com a menor area de superficie 

Sotoclo: Vamos considerar a cat xa da Figura 5. 1 6. 

Figura 5.76 



\ J 


/ y 


TOb Cilculo B - Furies de virias variavei£ t integrals multiply integrals curvilineas € de superficie 


Da geometria elements/, temos que: 

• volume da caixa: V = xyz; 

• area da superffcie total: 5 - 2j:z + 2yz + xy. 

Querenios minimizar S = 2xz + lyz + xy sabendo que xyz - 4 e x y y y z> 0. 
Podemos simbolicamente escrever 


min S = 2xz + lyz + xy 


CO 


(2} 


y* z > 0. 


(3) 


Costumamos, ati usuf essa noiac,ao n chaniar a fun^ao em (! ) dejfafifap ahjetivo e as ecjua^ocs c/ou incqua^oes ds 
(2) de nestrifdes. O simbolo j.a le-se "sujeito a". 

Como iia cquacao (2) podemos expliritar z como funcao de Jt e y, esse problema de mmiiruzacao pode ser trans- 
formado em urn problema sem restri^ao. Temos, usando (2 J, 


xy 


(4) 


Substituindo (4) em ( 1 ), vem 


$ = 2x + 2y + xy « — + - + xy, 

xy xy y x 


Assim, 0 problema pode ser reescrilo como 

8 8 
mm S = - + — + xy 

y x 

s.a x,y t z > 0. 

Para minimizar S, vamos usar a proposi^ao 5.4.1 objetivando encontrar urn ponto de mmimo, Temos 
dS 8 


Bx 


&S = _J_ 


Resolvendo o si sterna 


8 

7 + X 


+ y = 0 
0 


obtemos como solucio o ponto (2 T 2) + 

Vamos classiflcar esse ponto usando a proposicao 5.6- L Temos 


H(x,y)- 


16 


r 


256 
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H (2, 2) i 


256 


a 2 r 


3-1 = 3 >0 e ^j(2,2) = 2>0 


Assim, (2, 2) e um ponto tie mniimo. 

4 4 

PortaiUu. as dimeiisdes da cmxa s§o .r = 2 metres > = 2 mefros e £ = — = ■? — - = 1 metro. 

7 xy 2*2 

Exemplo 2 : Scjam { 1 , 1 ), (2, 3) c (3 1 - 1) os vertices dc um triangulo. Qual £ o ponto (X y) ta] que a soma dos quadra- 
*k de &uas dkiantias aos vertices 6 a menor possivel? 

Solu^ac: Na Figura 5. 17, temos a visualizacio do LriSngulo dado. 



Figura 5.17 


Da gcometrio analftica, sabemos que a distancia cntre do is pontos (x x , y L ) e (x 2 , Vz) e dada por 

= V(x 2 - x x f + < ft - j^) 2 . 
Assiiru a futi^So objetivo desse problem a 6: 

D(x, y) = (x - l) 2 + (y - l) 2 + (* - 2) 2 + <y - 3) 2 + (x - 3f + (y + l) 2 
s podemos escrever o nosso probJema sem resiricoes como 

min D(x, y) = f> - I) 2 + (y - I) 2 + (x - 2) 2 + (y - 3) 2 + (x - 3} 2 + (y + l) 2 . 

Vamos T entlo, eneontrar os pontos criticos dc D = D(x, y). 
Temos: 

— = 2(x - 1) + 2(* - 2) + 2(x - 3); ^ - 2(y - 1) + 2(y - 3) + 2(y 4 1). 


Resolvendo o si sterna 


|2(jc - 1) + 2(x - 2) + 2(x - 3) : 
\2(y- 1) + 2(y-3) + 2(y + 1) ■ 


ofotemos como sol ucao o ponio {2. 1). 

Vamos classificar esse ponto ias;jndo n proposicao , 
Temos 
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As^iin. (2, 1) 6 um ponto de -minimo de D = D(jr.y). 

Portanto, o ponto (x, v) ml que a soma] dos quadrados de suas distancias aos vertices do triangulo da Figura 5.1" 
£ a menor possivei € o ponta (2, 1). 

Exemplrj 3: A icmperaiuraTem qualquer ponto (x, y) do piano 6 dada por T - 3y 7 + x 2 - x. Qual a temperatim 
maxima e a minima em um disco fechado de raio 1 centrado na origem? 

Soly^ao: Diante do problema dado, temos que: 


(5) 



min T = 


(6) 


Do teorema de Weierstrass, obtemos a garantta da solu^ao dos problemas (5) e (6), pois estamos diante da maxi- 
nii/^fm e nuniini/agfici. respect iv;iiiiL-ri[L\ de unia furicao amimua cm uiu dominin I'cehado e limiiatb. 
Inicialmente, vamos encontrar os pontes criticos da fun^ao T — 3y 2 + x 2 - x no dominio aberto 


Temos 


Resolve ndo o sistema 


obtemos (x % y) - 0^ , 


A = {(x >y )S Jft* \ x 1 + y 2 < 1}. 


Fix 


2x - I 


dy 


6> 


O ponto encontrado, 


f 2x - I - 0 
I 6y = 0 


6 um ponto pertencente ao interior de A. Para classific^-lo, vamos usar a proposicao 


5.6.1. 


Temos 


\2 0| 

0 fj 


12, 


= 12 >0 


e — = 2 > 0. 
dx* 


Assim, ^ T 0 j| € um ponto de mfnimo da fcnglto T no interior de A. 

Vamos, agora, analisar o eomportaroenio da fungao T = 3y 2 + x 2 - x na fronteira de A, que 6 dada por 


x 2 + f = 1 ou y = ±Vl - x 2 . 
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Temos T entao, 

'/'{*• ±Vl - * 2 ) ? 3(1 - * 2 ) + j- - jc 
= 3 - 3* z + x 2 - x 
= -2x 2 - x + 3, -1 < x £ 1, 
Nessc caso, usando a anaEisc de mdximos e mi'minos de fancies de uma variavel, eonclumios que: 

• x = - j € urn ponto de maximo em ( - 1, 1 ); 

• x = I € um ponto de mini mo em [-1, 1], 
Resumindo a ana] i sc. temos: 


Pantos 

Local izaeao 

Imaqein do portto 


Interior de A 

1 
4 


Frontcira de A 

25 
8 

(1.0) 

Fronteira de A 0 


Portanto, a tcmpcratura maxima g — u.L e a temperatura minima e u.L ocorridas nos pomos I — — , ± ^ J 


25 
S 


rcspcctivamcnte. 


Exemplo 4: Uma industria produz dois prodntos denotados por.4 e B. O lucro da indu stria pela venda de x unidades 
do produto A e v unidades do produto B 4 dado por 

3 3 

L(x, y) = 60s + WOy - t x 3 - - y 2 - xy. 

Supondo que toda a producao da industria seja vendida, determinar a producao que maximiza o lucro. 
S#iuca#: Diante do problema apresentado, temos que 

3 3 

max L(x, y) = 60* + lOOy - - x 1 - - y* - xy 

s.a jc, y ^ 0 

Vamos cncontrar os pontos criticos usando a proposicao 5,4. 1 . 
Temos 

— -60 -3x -y; ^ = 100 - 3y - x. 


Resolve ndo o si sterna 


f 60 - 3* - y = 0 
1 100 - 3^ - jr = 0, 


otoemos a solucaox = 10 cy - 30, 
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Vamos, entao, verificar se esse unico pernio eneonlrado 6 um ponto de maximo. Temos 


H(x s y) = 


-3 - 1 

-1 -3 



Portantc\ 0 ponto (10, 30) € um ponto de mini mo e rcpresenta a producjo que maximiza o lucre da industria. 

5.8.1 Metodo dos mmimos quadrados (regressao linear) 

Iicomum eaeonlrantios na Estatfstica, na Fisica e em outras ciencias experi memos que envolvem duas variaveis s 
e y. Os resultados oblidos em n experiencias, com n>3, sao tabu I ados for man do uma lista de pares ortknados de 
niimeros: 


Hin LLlpuus experi memos, podenios [coriuaniL-nie supoi que o reladortametito entie as variavcis x c >' £ do tipo 
y = a* + com « N i e IR. 

Ceralmenlc, nao existe y = ajt 4- b cujo grafico passe por todos os n pares dados. Procuramos, cntao. encontrs 
uma reta r que nielhor se ajusta ao conjunto de pontos dados. A Figura 5. 1 S ilustra essa situacao. 

A reta r 6 denominada reia de regressao linear. 

O metodo usado para encontrar a reta r € corihecido como o mitodo dos mmimos quadrados, 
A ideia basica desse m<5(odo c L-nconirar a reta r (at que a soma dos quadrados dos desvios verticals seja minima. 
Estamos, assim, diante de um probJema de minimizacSo. 


yi\ • y n Y 



Figura 5.1 EE 


Dado o conjunto de pontes {x kf y k ) k = 1 n, encontrar a reta y - ax + b> a,b& IR, tal que 


2''£> com d k = y k - (ax k + b) k - I 


n 


seja o menor possfveL 

0 problema apresentado pode ser eserito come 


mm%(y k - ax k - b)\ 


Usando a proposujao 5.4.1, temos que o ponto de mmimo da ftincjo 


f {«>*>)= ^{y k -ax k -bf 
Jt-i 
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, ■-■ (i sterna 


O exemplo que segue i lustra essa qucsliio. 
Exemplo: Dados os pontos 


(7J 


CV&ntrar a rcla que melhor sc ajusta ao conjunto dado, 
ph^ao: Para estruturar o sistema (7) vamos calcular 

24 = 0 2 + l 2 + l 2 + 2 2 + 3* + 4 2 + 5 2 = 56 

j?x k ^0 + 1 + 1 + 2 + 3+ 4 + 5 = 16 
t-i 

= 0- 3 + l- 2 + l*3 + 2*5 + 3-4 + 4. 4 + 5- 7 
2> = 3 + 2 + 3 + 5 + 4 + 4 + 7 = 28. 


78 


Temos, entao, o sistema 


Resolvendo esse sistema, obtcmos 


J56a + 
\l6« + 


166 = 78 
lb - 23. 


49 

Assim, a reta que melhor aproxima o conjunto de 
dados & a reta 

49 40 

A Figura 5.19 ilustra esse exemplo. 

Observamos que o metodo dos minimos quadra- 
te pode ser general izado para situates roais gerais 
|fe jja$te de curvas. 


e b 


40 

17' 



Figura 5J9 
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5.9 Maximos e Minimos Condicionados 

Considercmos os scguintes problemas; 

(1) max f(x r y) = 4 - x 2 - y 2 , 

(2) max f(x, y) = 4 - x 1 - y 2 
sm x + y = 2 . 

O problema ( 1 ) £ um problema de otimizacao imestriia, e podemos solueiona-lo usando as proposigoes apresentada* 
nas segoes anteriores. 

No problema (2), temos a presenca de uma restric3o ou vfnculo. Estamos diante de um problems de otimizacao 
re^lri la, em que queremos encontrar o maior valor da funcao em um subconjunto de seu dommio, nes.se caso,. o subcon- 
junto do piano ■ jcy t dado pela reta x + y = 2. 

Nesse contcxto, a *olu£ao do problema (1) 6 chamada um ponto de max i mo livre ou nao-condicionado de / A 
solucao do problema (2) 6 dita um ponto de max i mo condicionado de / 

Uma visualizaclc da solucao desses problemas € dada na Figura 5.20. 

z 

mo livre 

maximo condicionado 


y 


Figura 5.20 

De forma geral, probJemas de otimizacao restrita podem ser muito complexes, nao havendo um metodo geral pan, 
encontrar a solueao de todas as classes de problemas, Em algumas situacOes simples, podemos resolve-Ios como foi fete 
no Exemplo 1 da se^ao anterior, isto e. explicitando uma variavel em func,ao das outras. na reslri^ao, substituindo bJ 
funcao objetivo e resolvendo o problema de otimizacao irrestrita res u J la rue. O me'todo dos multiplicadores de Lagrange 
permite analisar siiua^Ocs mais gerais. For meio desse mdtodo, um problema de otimizacao restrita com n variaVeis 
restricoes de igualdade e transformado em um problema de otimizacSo irrestrita com (n + m) variaveis, Algumas situa- 
$oes particulars seio apresentadas a seguir. 

5.9,1 Problemas envolverrdo funcdes de duas variaveis e uma restricao 

Consideremos o seguinte problema 

max f(x t y) 
s.a g(x, y) = 0. 

Usando as propriedades do vetor gradients vamos obter uma visuaiizacao geome'trica do me'todo de Lagrange, que 
DOS permite determinar os candidates a pontos de maximo e/ou mmimo condicionados de/ 

Para isso h esbocamos o grifico de g(x, y) = 0 e diversas curva* Uc nfvcl f{x, v) ~ k da funcao objclivo, obser- 
vando os valores crescentes de k. O valor maxirno de f(x, y) sobrc a curva g(x, y) = 0 coincide com o maior vakr 
de k tal que a curva f(x, y) = k intercepts a curva g(x r y) = 0 . Isso ocorre em um ponto Nesse ponto, as duas 
nirvjis tern u mc^ma ivia tangente t ever Figura 5.2 I ). 
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Coma grad f e gratf g sao pcrpendicnlares & reta / (vcr proposteao 4,3,5), eles tern a mesma dine^ao no ponlo P {> , 
aeja, 

grad / - A gfiJrf g 

raaJgum niimero real A, 

Clarameirte, nesse argumento geom^trico, fizemos a suposicao de que V^(.r, y) # (0, 0) em P 0 . A\6m disso, o 
j argumento pode ser faciimente adaptado para problemas de mmimizacao. Temos a seguinte proposicSo: 

12 Proposi£ao 

Seja f(x, y) diferenciivel em um conjumo aberto [A Seja g(x, y) uma luncao com derivadas parciais contfnuas 
f tal que 7g(*, y) * (0. 0} para todo (jc, y) Q V, onde V = {(x, y) Q U[ g{*, y) = 0}, Uma condicao 
ria para que {x^ ya) £ V seja extrcmanic local de/em 1/d que 

^WWWgM II . ii .i i t lili l ili II JM 


ia]gtim numero real A, 

OKservumos que a demonslragyo dcssa propositi sera omnida porquv cxigc a! guns detalhes tecnicOS nao intro- 
; neste texro, 

Usando a proposjijao 5.9.2, podeinos dizer que os pontos de maximo e/ou minima condieionados de / devem satis- 
r as equacoes 


A/ flg fl/ fl£ 

~ = A—-, — ^ A— e g(x y y) = 0 
(U fli rty fly 


(1) 


algum numero real A. 

O numcru real A que torna compatfvel o si sterna ( 1 ) £ chamado muliiplicador de Lagrange, O me'todo proposto pur 
ge consteie. simplesmenie. em definir fun cut j ck irCs varravds 

v. A) - f(x. y) Ag(.V.y) 
te a equa^ao 

(2) 

0- (3) 
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Assim, os candidates a extremantes locais de / sobre g(x, y) = 0 s5o pesquisados entre os pontos criticos de L. 
valorem max i mo e/ou rninimo de/ sobre g(x, y) = 0 coincidem com os valores maxitno e/ou mini mo livTes de iL 

E importante observar que o metodo s6 permite determinar potentials pontos extremantes. A dassificaqao 
pontos deve ser feita par outros meios, tais como argu memos geome'trkos etc, 

5.9.3 Exemplos 

Exemplo 1 I Urn galpao retangular deve ser construido em um terreno com a forma tie urn tri^ngulo T cortf 
Figura 5.22. Determinar a area maxima possivel para o galpao. 

Solucao: Na Figura 5.23, representamos a situacjo a set analisada em um sisiema de eoordenadas eartesianas, 
conven ientemente , 

Observando a Figura 5,23* vemos que a area do galpao 6 dada por 

A{x t y) — x * y 
c qui? <> ponm P{x. y) dc\c csV.it snhre u ret a v - 2y = 20. 



20m 


Figura 5.22 

Temos, entao, o seguinte problems 



Fig Lira 5.23 


max xy 

sm x + 2y = 20. 

Pa*a resolvcr o pmhlcma pelo mctodo di>* muttipliciioWs dc [.aarangc. como apmsentado, devemos escr. 
restricao x + 2y = 20 ria forma jr + 2y - 20 = 0. 
A fnncao Iagrangeana 4 dada por 

A) = xy - \{x + 2y - 20). 
Derivando L eni relacao as tres variSveis jc, y e A, temos 


9L 
dx 


A, 


*7 


2A e 


Igualando essas derivadas a zero, obtemos o sistema de equacoes 

\y - A = 0 


-x - 2y + 20, 


(x - 2A - 0 
[x + 2y - 20 = a 

Resolvendo esse si s terna, encontramos 

jc = 10, y = 5 e A = 5, 

O mulciplicadorde Lagrange A desempenha um papeJ auxiliar, nilo sendo de iniercssc na soluejSo final do problems. 
As dimensoes do galpao que fornecem um valor exLremo para a sua area sio x = 10 e y - 5, Com essas di 
sdes, a area do galpao sera 

A = 10 ■ 5 = 50 nr. 
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Embora o mdtodo nao possibiJite verificar se esse valor € um valor max i mo ou mfnimo, por meio de uma simples 
BSpeeHo geome"trica da Figura 5.23 vemos que, de £ato t as diinensSes eneontradas fornecem a area mdxima do galpao. 

Exempfo 2: Determiner o ponto da eurva y 1 = 4x^ no I" qnadrante, cuja distancia ate o ponto Q(4* 0) seja minima. 
Solucao: Ncsse exemplo, queremos minimizar a funcao 

f(x, v) = V(x - 4f + (y- Of 

nos di a distancia de um ponto P(x, y) atd Q(4, 0), sujeita a reslri^ao y 2 = Ax. 
Fara simplificar os cdlculos, podemos minimizar o quadrado da distancia. Temos o segumte probiema: 

mmg{x t y) = (x - 4f + y 2 
s.a y 2 - 4x = 0. 


A funcao Iagrangeana e dada por 

L(jt, y t A) = (x - 4f + y 1 — X (y 2 
Dcrivando L em relacao hs varidveis x, y e A, temos 


dx 


= 2{x - 4) +■ 4A, 


— = 2 y - 2yA 


■ 4t). 


-y 2 + 4x. 


Igualaudo as derivadas pure iu is :i zero, ubtemos o sistema 

fx + 2A = 4 
Jy(l - A) = 0 
1-y +4x = 0. 

rsokndo A na primeira equacao e subsiiEuindo na segunda, vem 

y(x - 2) = 0, 
de onde concMmos que 

y = 0 ou x - 2 
St y = 0 t a terceira equacao nos di j = 0. e da primeira resulta que A = 2. 
Se t = 2, a lerceira equate* nos d& y = lV2, e a primeira oris d£ A = 1, 

Assinu os pantos (0, 0, 2) e (2, 2V2, 1) sao pontos criticos de L e, portanto, os candidates a extremantes condi- 
EDnados de g(x y y) - (jr - 4) 2 + y 2 sao (0, 0) e (2, lV2). 

Como g(0, 0) « 16 e #(2, 2V5) - 12 t concJu/mos, arailiados pela Wsuahzacio geom&rica da Figura 5.24, que 
o pontu (2 ? 2V2) d a solucao do problema. 



Figura 5.24 


Calculo B - Punches varies variaveis, integrals muUiplas f integmis curvilincjb c de supcrficie 


5.9,4 Problem as envolvendo funeoes de tres variaveis e urna restri^ao 

Nesse caso, rxKicrrtos visualazar o meHodo fazendo um esboco do grafico de #(jr K # z) = D e de diversas superficies 
de m'vcl / (x, y. z) = k da funeau objetivo, observando as valores crescentes de k. 

Comopodeinos verna Figura 5.25. mo ponto extrcmanlc P (> on veiorqs gratlftgradg&o paralelos. Portante, nesse 
ponlo, devemos ter 

V/ - A Vg, para aigum ntimero real A, 

O metodo dos niultipltcadores de Lagrange para determinar os potenciais pontes cxtrcmantcs dc W - f(x. y. z 
sobre z) = 0 consiste cm dcflnir a funeao lagrangeana 

Ux. V, zA) - /(a, >\ •) - A g(.v, y. ;j 



Figura 5.25 


c determinar os pontes (jc, y, z) lais que 

^nm^mww^^wjiiu ! ji in i. . i '.- 1 
- ifrinr -itinrir — ^ ^ — ^ — 

ou, de fomia equivalent , 



As hlp&eses necessarian para a validade do me'todo sao analogas as da proposicjio 5.9.2. 

5.9.5 Exemplos 

Exem plo 1 \ Delermmar o ponto do piano 

2x + y + 3z = 6 

mais proximo da origem. 

Solucao: Nesse caso, queremos minimizar a distancia 

Vjc 1 + y 2 + z\ 

dos pontes do piano 2x + y + 3z = 6 at£ a origem. 

Como no Exemplo 2 da Subseeao 5,9.3, vamos minimizar o qtiadrado da distancia. Temos o seguinte prohlenia <te 
otimizacao: 

min (jc 2 + y 2 + z 2 ) 
sm 2x + y + 3z = 6 
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Para esse problema> a fun? ao lagrangcana 6 dada por 

L = jc 2 + y 2 + z 2 - A(2i + y + 3z - 6), 

Derivando L em relacao as variaveis jc, y, z e A e igualando essas derH adas a £ero. obiemos o sistema 

|2.v - 2A = 0 
2y - A = 0 
2z - 3A - 0 
2* + y + 3z -6 = 0 

ija solmjao 4 


Geometricamente, i clara que o ponlo Pt — „ — — I e" um ponto dc mini mo, como podemos visualizar oa Figura 5.26. 


Figura 5.26 

Exemplo 2: Um fabricante de embalagens deve fabricar um lote de caixas retangu lares dc volume V - 64 cm 3 . Se 
•custo do material usado na fabiicacSo da caixa e de R$ 0*50 por cent/metro quadrado, dclcnrtiinar as dimensoes da caixa 
Mtorncm mini mo n eusio do m uteri a I us Lido cm null lubrruicao. 

jSrfueaa: Sejam x, y e z as dimensoes da caixa, conforme a Figura 5 27. 


O volume da caixa £ dado por 
e sua area da superf fcie 6 



A 


= 2xy + 2xz + 2yz, 
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O trgsto do malarial usado para a fabricacao da caixa € dado por 

Ct>, y, z) = 0,5 [2xy + 2jcz + 2yz] 
= xy + xz + yz. 

Esiamos, assim, diante do seguinte problems de otimizacao: 

min C(x, >; z) - xy + xz + yz 

$.a xyz = 64. 
A funcao Lagraageana, para esse problems, 6 dad a por 

L{jc t y, z, A) = xy + xz + yz - A (jryz - 64). 
Derivando L em relacao as variaveis .x. y, z e A e igualando a zero as derivadas, obtemos o sistema 


[ y + z - Ayz = 0 
jc + z - kxz = 0 
x + y - \xy = 0 
-xyz + 64 = 0 


ty + z = Xyz 
\x + z = Ajcz 
\x + y - Axy 
[ xyz - 64. 


Da ultima equacao, segue que jc * 0, y ¥= 0 e z * 0. 

Das tr£s prime Iras equagoes, concluimos que A # 0, pois em caso contrtfrio tetiamos x = 0 y y = 0, z = 0. 
Sabendo que A * 0 e isolando A nas duas prime iras eqm^oes, obtemos as seguintes equates equivalent?; 

x + z _ y + z 

v- yz 

t> + z}y£ = (y + z>z 
xyz + y* 2 = xyz + xz 2 

2 2 

yz = xz 
y = x. 

Da mesma forma, trabalhando com a seggnda e a tercel ra equacao, temos que y = z* 
Substituindo esses result ados na ultima equa^ao> obtemos 


Portamo, o tinico candidato a extremante condicionado da funclo custo C(x* y, z) 6 o pouto (4, 4,4). O custo 
material correspondence € 

0(4, 4 5 4) = 48 reals. 


5.9.6 Problemas envolvendo funcoes de tres variaveis e duas restricoes 

Consideremos 0 seguinte problems de otimizacao 

max f(x y y, z) 
s.a g(x,y\z) = 0 
h(x y y,z) = 0. 

Para visualizarmos o m&odo, nesse caso, vamos supor que a Iriterseccao das superficies g(x, y T z) = 0 e h(x r y, z) - 0 
seja uma curva C Qucrcmos deierminar. entSo. gm ponto de max i mo, P n , de / sobre C Como nos casos anteriores, 
iracanujs dh crsas superficies de nfvel f(x, y\ z) = k de /, observando os valores creseentes de k. 

Obscrvando a Figura 5.28* vemos que. no ponto P Qi a curva C tangencia a superffcie de nivel f{x f y, z) - k de /. 

Assim T Vf(P a ) deve ser normal a cum C. 
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Figura 5,28 

Temos rambem que V^(P 0 ) e V/i(P w ) sao normals a curva C. Portanto, no ponto Py, os tres vetores V/, Vg e 
~- -:u> coplanares c, entao, existem numeros rcais A e tais qoe 

V/ = AVg + j*V/i. 

Observamos que, nessa aigumentacao geonie'trica, estamos supondo que os vetores vg e Vfi slo linearmcntc inde- 
zntes. 

Temos a seguinle proposicSo. 

5.9.7 Proposi^ao 

Seju j4 c IR? urn conjurrto aberto* Supoahamos que /(jc, y f z) & diferenciavel cm A e que g(x* y, z) e h(x, y, z) 
derivadas parciais de l a ordem contfnuas em A. Seja B = {(jc, y t z) £ A\g{x T y, z) - Qeh(x, y, z) = 0} , Supo- 
$ T tambe'nv que Vg e sao linearmente independentes em B. Se e' urn ponto extremante local de f em B, 
existem nrimeros rcais A e tais que 


Com base nessa proposi^ao, podemos dizer que os candidates a extremante s condicionados de/ devem satisfazer a 
■p*C&o 


S a func3o lagrangeaiia nesse caso, 6 uma funcio de cinco variaveis, dada por 


' " " ■ - ' " " 


5,9.8 Excmplo 

Deter mi uar o ponto da reta de imersecc.ao dos pianos jc + y + z — 2 e x + $y .+ 2z - 12 que e&teja. mate pr6- 
da origcm. 

Sriuqao: Co mo no Exemplo 2 da Subsec^o 533 e no Exempfu I da Subscc^ao 595. vamos mimmizar a quadrado da 
Astancia, Temos o seguinte problema de otimizaclo 

min /(*, y\ z) = x 2 + y 3 + z 2 
j.a Jt ^+ y + z = 2 
jc + 3y + 2z = 12. 

A i unc.ao lagmngeana L € dada por 

L{;r t y> z % K p) = x 2 + y 2 ^ z 1 - X{x + y - z - 2) - fi(x + 3y + 2; - 12). 
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Deri van do /, em retoeiio sis variavciA v, y, :J c )i . vern 

BL 

<iL 

By 

aL 

9z 
BL 

3X 
BL 


2x - A - fi 
2y - A - 3ti. 
2z - A ~ 2^ 

+ y + Z - 2) 
-f> + 3y + 2z-12). 


Assim, a equacjto VL = 0 nos d£ o sistema de equacoes lineares 

2* - A - {jl = 0 
2y - A - 3n = 0 
2z - A - 2/i = 0 

jc * y + z - 2 

jc + 3y + 2z = 12. 


Rcsnlvenclo u*ssc sistema, obremos 


10 


14 2 44 Q 


3 3 

Portanto, o pomo ^ e o unico candidate a extremarite condicionado de f. Geometricamenle, <6 \'(w: 

consular que esse poiUo uon-siimi it soUicat? do prtihleuta. 


5.10 Exercicios 

1. Eiicontrar, se existimem, os ponton de. indximo e de Nos exerefcios 3 a 16, determinar os ponlos crfticos day 
minimos globais das func,des: fungoes dadas. 

a) z = 4 - x 2 - y 2 b) z = x 2 + y 2 - 5 3. z = * 4 - 2x 2 + y 2 - 9 . 

4. z = Vx 2 + y 2 * 

5. z = 2x* - 2y 4 - jc 2 + y 2 + 1 . 

6. f(x.y) ■ cos 2 x + y ? . 


c) « = jc + y + 4 d) z = V2x 2 + y 2 
e) 0j? sen* + cosy f) /(*, y) = jr 4 + y 4 


g) z = V-x 2 + 2x - y 2 + 2y - 1 
2* Verificar se o ponto CO. 0) e ponto criiico das Funcoes: 
a) z — 2x 2 + 2y 2 


b) * - V4 - ; 


3x 2 


c) /Uy) - \4x* + 2y- 

0. Uy) = (0,0). 


7. /U,y) = cos x. 

8. z = 2y 3 - 3x 4 - 6x 2 y + 5 . 

9. z = (x - If +■ y 2 . 

10. z = e I JP (y 2 - 2a; 2 ). 

11. z — X€~^~^, 
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12. z - y 3 - 3* 2 y + 3y . 

13. z » cos(2* + y). 

1 1 

u. z =y + -x 1 - -y 2 - x. 

15. z = jr 2 + y 2 + Sjt - 6y + 12 . 

16. f(x,y) + 

Nos exercicios 17 a 34, determiaar os pontos ciitieos & 
(uncdes dadas, classiftcando-os, quando possfveL 

17. : = 10-* 2 -y 2 . 

9. z = 4- 2x 2 ~ 3y 2 . 

2 = jc 2 + y 2 - 6x - 2y + 7 . 
- z = y + x sen y . 
z = x sen 2y . 

* = 4xy . 

z = 8jc 3 + 2/cy - 3x 2 + y 2 + 1 . 
/(* T y) = jt* + 3jc v 3 - 15* - 12y. 
*, z = 4x 2 + 3*y + y 2 + 12* + 2y + 1 ♦ 
z = jc 4 + iy 5 + jc + |y 3 + 15. 
z - x 2 + y 2 - 2 jr - 8y + 7 . 
Z = 4xy - jc 4 - 2y 2 . 

Z x 2 + y 2 + 4 ■ 
^ = y cos jt 

1 

33. z - -y 3 + 4*y - 9y - j 2 , 

jc + y 

exercicios 35 a 43, determiner os valores mix i mo c 
io da funcao dada, na regiao mdieada. 

f{x, y) = x + 2y; no retSngulo de vertices (1, -2), 
(l,2).(-1.2)e(-I. -2). 


36. /(jc, y) = V* 2 + y 2 + 1; no cfxculo * 2 + y 2 s 1. 

37. z = x 2 + y 2 - Ix - 2y; no tri&ngulo de vertices 
(0,0), (3,0) e (0,3). 

38. z = sen * + sen y + sen (jc + y); 0 £ jv ir c 

0 S }• £ ff, 

39. ^ = xy ; no circulo jt + y 2 £ 1. 

40. z = *y; -2 £ r £ 2, - 2 £ y £ 2. 

41 . /(jc, y) = 2 + jc + 3y ; j>0,pOe 
.v + y ^ 1. 

42. z = jc 3 + y 3 - 3xy ; 0 £ * £ 3 e - 1 £ y £ 3. 

43. z - y 3 - jc 3 - 3*y ; - 1 £ x £ 1 e -2 £ y £ 2. 

44. Dada a funclo z = tf* 2 + 6y 2 + c, analisar os pon- 
tic L-n'lLo.v, oHisidcraiKk) 

a) a > 0 e b > 0 

b) KOcHO 

c) aeb tern sinais dif creates. 

45. Um disco tetn a forma do circulo jc 2 + y 2 £ 1. 
Supondo que a tempera: ura nos pontos do disco e 
dada por T(x, y) = x 2 - x + 2y 2 , determinar os 
pontos mai* quenles e mais trios do disco. 

46. A distribuicio dc tcmperalura na chapa circular 
x 2 + y 1 £ 1 6 

T(x, y) = x 2 + y 2 - 2x + 5y - 10. 

Encontrar as temperatures maxima e minima da chapa. 

47. Encontrar as dimensdes de uma caixa com base retan- 
gular, sem tampa^ de volume maximo, com area la- 
teral igual a 5 cm 2 , 

48. Entre todos os triangulos de penmetro igual a 10 cm. 
cncODlrar o que tem maior area 

49. Encontrar o doe to da esfera .t 2 + y 1 +■ z 2 = 4 mais 
proximo do ponto (3, 3, 3). 

50. Em uma en^presa que produz dois diferentes produ- 
tos, temos as fun^oes de demanda 

<3, = 40 - 2P t - P 2 
Q 2 = 3S-P,- P 2 
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onde Qj , i = 1 , 2„ representa o nfvel de producao do 
] L : sinii> produio por imidade de tempo e, I - 1,2, 
os respecttvos precos. A funelo custo e dada por 

C = Q\ + Q\ + 10 

c a funcao receira c dada por 

R = P X Q, + /» 2 Q 2 . 

a) Sabendo que lucro — rcccita — custo, enconti-ar ;i 
ftmgSp ]uLTt>. 

b) Encontrar os nfveis de producao que maximizam 
o lucro. 

c) Qual 6 o lucro max lino? 

51 . Detcrrmruir o ponto F(jr, y\ z) do piano x + 3y + 2.- - ft, 
cuja distaneia a origem seja minima. 

52. iX-icTiitiiiar tr£s mintcros positive nijn produlo seja 
100 e cuja soma seja minima. 

53* Uma firma de embalagem necessita fabricar caixas 
re Lane u lares de 64 cm 1 de volume. Se o material da 
parte lateral custa a meiadc do material a scr usadn 
para a tampa e para 0 I undo da caixa, determiner us 
dimensoes da caixa que minimizarn o cu&LO, 

54. Determine, pelo m&odo dos mini mo?* quadrados t a 
rcta que melhor se ajusta aos dados: 

a) (1,2); (0,0) e (2,3), 

b) (0, 1); (1, 2); {2 t 3) e (2, 4). 

55. Determinar as dimensoes do paralelepipedo de 
maior volume que pode ser inscrito no tetraedro 
formado pelos pianos coordenados e pelo piano 

1 1 

56. Precisa-se construir urn tanquc com a forma dc um 
paralelepipedo para eslocar 270 m 3 dc combust ivel, 
gastando a menor quant idade de material em sua 
con&tru^ao, Supondo que todas as paiedes serao 
feitas com o mesmo material c tcrao a mesma cspes- 
sura> determinar as dimensoes do tanque. 


Nos exerctcios 57 a 61, determinar os pontos de max i mo 
c/ou mmimo da funcao dada, sujeita as restric,6es indi- 

cadas; 

57. z = 4 - 2x - 3y; x 2 + y 2 = 1 . 

58. z = 2x + v; x 2 + y 2 = 4 . 

59. z = x 2 + y 2 ; x + y = 1 , 

60. z = *v; 2x 2 + y 2 = 16. 

61. f(x y y, z) = x 2 + y 2 + z 2 ; x + y + z = 9. 

62. Determinar o ponto do piano 3-r + 2y + 4-z = 12 
para o qua! a funcao 

f{x, y t z) = x 2 + Ay 1 + 5z* 
ten ha um valor nunimo. 

63. A reta t e dada pela interseccao dos pianos 

jc + y + ^ = le2jc + 3y + z = 6. 

Determinar o ponto de t cuja distaneia aid a origem 
seja minima, 

64. Determinar a distaneia minima etilre o ponto (0 T 1) e 
a curva x — 4y. 

65. Encontrar os valores extremos de z = 2xy sujeitos i 
conditio jc + y = 2, 

66. DcicnuitKir n pernio do piano x + y - I = 1 Cuja 
distaneia ao ponto ( 1 , 1 , 1 ) seja minima. 

67. Mtwmir t\uc a purak'lcpi'pcdo retungulo dc maior vo- 
lume que pode ser colocado dentro de uma esfera tem 
a forma de um cubo. 

63. Calcular as dimensoes de um retangulo de area m&- 
xima inscrito em uma semieircunfLTincia dc raip I 
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Neste capitulo apresentarernos a derivada direcional de uma fun^ao 
escalar e de uma funcao vetorial 0 uso do gradients e inlroduzi- 
do, facilitando o calculo da derivada direcional e de suas a pli canoes. 

Tambem analisaremos combmaedes espedais das derivadas parciais 
de uma funcao vetorial / (x. y, z). Surgem, entao, o divergente e 
o Totacional de / (x, y f z). 

Veremos que campos vetoriais podem ser definidos a parti r de 
camp as esca lares c vice -versa. 


Campos Escalares e Vetoriais 

uma rcgiao D do cspaco, piM.Lcmo\ as^jciyr a cEtda p-onlo dc D uma ^rande/a escalar uu Ijimbcm uma grander 
No mundo ftsico, fazemos isso freqiientemente. Por exemplo, dado urn corpo stilido 7. podemos associar a cada 
zz pontes a sua lempcratura. Di/emos que urn campo escalar esta definido em T. 

caso de urn fluido em movimento, a cada partfcula corresponds um vetor vclocidade v. Nesse exemplo, vemos 
campo vetorial esla definido em D. 
fesmos a seguir que um campo escalar 6 definido por uma funcao escalar, e um campo vetorial, por uma funcao 

Definic.ao 

D uma regiao no espaco tridimensional e seja / uma funcao escalar definida em D. Entao t a cada ponto 
/associa uma unica grandeza escalarft/ 1 ). A regiao D, juntamente com os valores de /em cada um de seus pon- 
a campo escalar, Dizemos iambem que /define um campo escalar sobre D. 

Exemplos 

1 : Se D 6 um s61ido no espaeo e p a densidade em cada um dc seus pontos, p define um campo escalar 

2: Seja D um solido esfenco de raio r cuja temperatura em cada um dc seus pontos e J proportional a dis- 
ponto ate" o centra da esfera. Usando um sistema de coordenadas cartesianas adequado. descrever a funcao 
T que define o campo de lempcratura cm D. 

Tracamos um sistema dc coordenadas cartesianas cuja origem coincide com o centra da esfera (ver Figura 


ftdbcincia de um ponto qualquer P(x, y t z) do s6Mdo csfcrico ale' o centra e' dada por d = V* 2 4- y 2 4- z 2 . 
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Como a temperatura era /'(.r, y„ z) £ proporcional a distancia de P ate o gentry, a funcao que define o tanspJ 
temperatura e dada por T^*,^, 2) = *VV + y l + z 2 > onde A d uma conslanle. 

Exemplo 3: Urn tanque Flem a forma de uni eilindro circular reto tie raio 1 m e altura 3 111. O tanque esia cheflfl 
uma substancia liquid a. Cada particula dessa substancia estd sujeita a uma pressao que 6 proporcioiial a distiacifl 
pam'euia nt£ a superffcie livre do liquido, Usando eoordenada* cartesianas, definir uma funeao escalar que des.-f J 
campo de pressao no interior de T. 

Solu^ao: A Figura 6.2 inostra o tanque T. O sistema de coordenadas cartesianas foi tribady dc lal forma que sua giiJ 

coincide com 0 centro da base do tanque. 

A distancia de uma particula qualquer Q(x, y 1 z) at4 a superficie livre do Hqutdo t dada por d = 3 - 
Portanto, a funcao P{x y z) = k(3 — z), onde k 6 uma conslanle de proporcionalidadc. define o campofl 

pressao no interior de T. 


-rr 
- 




Figura 6 J 


Figura 6.2 


Exemplo 4: Urn campo minado consiste de uma regiao de com bate R, em que previamente sao escolhidos pi 
aleattirios, nos quais se coJocam explosives. Esse campo podc ser descrito pcla fun$3o escalar que associa a cadtf 
dc R cm que c\isLc uma miria « valor f c aos dermis pontics dc 0 valor Q. 

6.1.3 Definite 

Seja D uma regiao no espa^o e seja / uma funcao vetorial deflnida em D. Entao, a cada ponto P El D. f mt 
urn tinico vetor f(P). A regiao D, juntamente com os correspondentes vetore* /(P), eonstitui um campo veil 
Dizemos tambem que / define um campo vetorial sobre D. 


6.1.4 Exemplos 

Exemplo 1 : Seja D a atmosfera teiTestre. A cada ponto PSD associamos o velor v(P) que rcpresenta a \ 
dade do vento em P. Entao v define um campo vetorial em D, chamado campo de veloeidade. 

Exemplo 2; / (x, y) = — y 1 '. + x j define um campo vetorial sobre IR\ 

Exemplo 3l f (x> y*z) — (jc, y, —z) define um sjampo vetorial sobre IR 3 . 

HrcquL-TitcTiientc, idcntiliea-si: hem campo csealar com a funcao escalar que o define. Da mesnia forma, uma f 
vetorial e' identificada com o campo vetorial detlnido por ela. 
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.5 Representagao geometrica de urn campo vetorial 

Podemos representar graficamenle urn campo vcloria! / Jclinido cm urna re^iao D. 

Para isso, lomamos alguns pontos P £ D c desenhamos o vetor / (P) como uma seta com a origem P (traslada- 
aJcltiiiicntc da origem para P). Podemos visualizar o campo veiorial, imaginando a seta apropriada cmanando de 
porno da regiao D. 

.6 Exemplos 

Segue m exemplos de campos vetoriais: 

plo 1 : ~f(x> y) = xi 

f define urn campo vetorial em TR 2 . A toctas os pomos do dxo v, / associa o vetor nulo. Aos pontos que estao sobre 
1, / associa o vetor r , De forma geral, / associa a todos os pontos que cstao sobre uma rata verical a — a, 
- a i. A Figura 6.3 mostra esse campo. 


Fig Ufa 6.3 


jnplo 2; / (x, y) = xi + yj. 


A fimcio vetorial / associa a cada ponto (,v. v) do piano o scu vetor posicSo f — xi + yj. Para represcntar o 
po. tracamos algumas retas que passatn pel a origem e algumas eircunferencias com centra na origern. Desenhamos 
etores correspondences aos pontos de imerseccSo das circunferencias com as retas, 

A Figura 6.4 mostra esse campo,. que 6 denominado campo radial. 






Figura 6.4 
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Exemplo3: /(,,,) =^=«" + ^_/. 

Nesse exemplo podemos observar que. para qualquer ponto (jt, y), / (x, y) £ urn vetor unitdrio. Alern dissct 

/■ — .r / ■¥ yj & o vetor posic,ao do ponto (jr» y), o produto escalar 

Isso Tics <Jiz que o vetor / (x, y) £ perpendicular ao vetor posicjo r, sendo, portanto, tangerste a circunfere 
cetitro na origem e raio | r J. 

A Figura 6.5 rnostra esse campo, que € ehamado de campo tangencial. Fbicameme, ele pode reprcsentar urn 
de velocidade em urn movimento circular. 



\ 

/ M ■ 



\ 



Figura 6,5 


Exemplo 4: f(x,y, z) = ~k-^— s 7 = xi + yj + zk e k > 0 constants 

Esse campo € ehamado de campo radial de quadrado inverso e ocorrc frequentcmcnie nas aplieagocs. Em 1 
ele £ usado para descrever a fore, a de atracjo graviiaeional de uma partfcula de massa M. situada na origem, sobre 
OLiiru purii'aihj <k rnussn in lntali/nJa am ponlo /'(.v. y. :). 

Para ilustrar esse campo, observamos que: 

a) /(x, y. z) nao e deFinido na origem; 

|?| k 

b) |/(jc t y> z) | = k ""j^jj |^*|2, isto ^ o m6dulo 

do vetor f (x^ y, z) £ inversamcnte proporcional 
ao quadrado da distancia do ponto (x, y t z) ate a 
origem; 

c) / (x, y, z) e" um multiple escalar negative do 
vetor posicao r. Portanto, ele tern a mestmi 
dtregao de r e aponta para a origem. 

A Figura 6.6 mostra o campo, 

Figura 6.6 
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tmpfo 5- A Figura 6.7 mostra o esboco de di versos campos vetoriais que oeorrem nas aplicac,oes. Na Figura 6,7a 
s urn eampo de velocidade de urn fluido em movimento e na Figura 6.7b temos urn campo dc for^a elctrostdtica, 

> de duas cargas de sinais opostos, 
A Figura 6.7c nos mostra uni campo de velocidade em urn volante em movimento circular uni forme. Na Figura 6. 7d 
s o campo dc velocidade de um redcmoinho. 
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Figura 6.7 


Exercicios 

n'cios 1 a 7, representor graficamente osseguimes 
i vetoriais: 

,y) - -xi - yj, 

y, z) = xi + yj + zk. 

Lf (jr. y) = -yi + xj. 


4, f&y)=2i. 

5. f(x,y)=2i +J. 
xi + yj + zk 


6- 


y J + t 


7. f(x, 
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8* Suponha que a temperatura em urn ponto (x, y, z) do 
espaco e dada por .v' + y 2 + jft Uma purticula P se 
niove de modo que no tempo i a sua posicao C dada 
por (r, r 3 , r 3 ). 

a) Identificar a funcao e scalar que nos dd a tempe- 
rature em urn ponto qualquer do espaco, 

b) Identificar a funeio vetorial que deserevera' o 
movimento da particula P. 

c) Determinar a temperaim-a no ponto oeupado pela 
partfcula em / = - 

-» — y — ► X -* 

9. O campo vetorial / = —= si + — 57 apro- 

x z + y 2 x" + y 2 ' r 
xima o campo de velocidade da agua, que ocorrc 
quando se puxa um lampao em uma canalizacao. 
Represcntar graficamenic esse campo. 

1 0, Seja D um sol id o esfeneo de raio r. A tempcratura em 
cada urn dc scus pontos c proportional a dislanciu do 
ponto at^ a superficie da esfera. 

a) Usundo eoordenadas tarlcsiiirnis, detcrmmar a 
funcao que define o campo de tempcratura. 

b) Dcterininar as superficies isotermas do campo dc 
tempcratura em D y isto c. delcrminar as superfi- 
cies cm que a tcrtiperatura 6 constame, 

11, As funcoes a seguir define m campos vetoriais sobre 
1R\ Detenu inare fazer os graTicos das curvas em que 
|/f 6 constante. 

a) / - xi + y] 

b) / = xi + Ay] 

c) / = 2i + x] 

d) / = (x-2)l + Or - 4)/. 

1 2, Um tanquc lent a forma de um paralelepipedo relan- 
gulo cuja base tern dimensoes lme2me euja altura 
i 1,5 m. O tanque esta cheio de uma substantia com 
densidade varMvel. Em cada ponto, a densidade & 
proporcional a distancia do ponto ate' a superficie 
superior do tanque. 

a) Determinar a funcao que define o campo de den- 
sidade, 

b) Determinar as superficies em que a densidade € 
constants 

13, A lemperatura nos pontos de um solido esferico 6 
dada pelo quadrado da distancia do ponto ate o cen- 
tra da esfera, Usando eoordenadas cartesianas. deter- 
minar o campo de tempcratura. 


14. Um campo minado tern a forma de um retangoii 
lados et e b. O campo foi dividido em pequenos m 
gulos de lados a/m e hfo, m c n inteiros positive*, 
explosives forum coloeudos nos vertices de« 
gulos. Usando eoordenadas cartesianas, 
analiticamcnte esse campo, 

1 5- As fun^ocs a seguir definem campos vetoriais 

Determinar e fazer os gr&ficos das curvas em 
tern direeao constants 

a) f =xl + lyj 

b) / - * 2 ~i + yl 

c) f=xl + ] 

d) f=x7 + y 2 ~j. 

16. O campo f(x^y) = yi — xj represent a vdiH 
dadc de um vol ante em rotacao ngida em toradH 
cixo z* Descrever grafieamcntc o eampu. Qu.. 

tido do movimcnto de roiacao? 

17. Um furacao se desloca na superficie tenenH 
atingindo uma faixa retilfnea de 20 km de largwaH^ 

/.ona central da faixa (2 km de largura) a ve]odl^ 
do vento g dc 2tK) km/h. Nos demais pontos e 4 
por v = 200 - I4x, onde x 6 a distancia do p 
at£ o centre da faixa, Esbocar o campo. 

1 8. Seja P 0 um ponto tlxo no espa^o e seja d{ P. ? { 
distancia de um ponto qualquer P ale P u . Se 
eoordenadas cartesianas (x^ y 0r zq)c P - P(x* 
descrever analitkamente esse campo. 

19. Uma cidade x esta local izada a 1.100 m arias 
nivel do mar, O piano diretor da cidade preve a m 
trucao de edificios, desde que eles run* ulir; 
cota de I 1 40 m . O relevo da e idadc c iut> nunc -. 
Iar» lendo partes alias c baixas, Definimos um cm 
esealar em x, associando a cada ponto P a ^ 
mjixima que poderd ter um edifieio ali locatia 
Descrever analiticamen te esse campo. 

20. a) Escrever uma funcao vetorial em duas djioeal 

que defrna um campo radial, cuja imensidal 
igual a 1 . 

b) Escrever uma funcao vetorial cm tres dimeaa 
que defrna um campo radial, cuja intensidajj 

igual a 1 - 

c) Escrever uma mncao vetorial em duas di 
que defina um campo velorial langencial. 
inlcnsidade em cada ponto (x, y) 4 igual a 
cia desse ponto ate' a origem. 
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6.3 Derivada Direcional de urn Campo Escalar 

Vejamos os seguintes problemas: 

ih>blema 1 1 Suponha que urn passaro esteja pousado em um ponto A de uma chapa R cuja temperature Te funcao 
ontos dela. Se o passaro se deslocar em uma determinada direcao, ele vai 'senlir 1 aumento ou diminuicrao de lem- 
Tura? {Vcr Figura 6.8.) 

jbkma 2: Suponha que, em outra situacao, podemos conhcccr a temperarura do ar nos ponto* do cspaco por met© 
na fungao T(x t V T z). Um passaro local izado em um ponto P deseja resfriar-se o mais rapido possfvel. Em que 
lo e sentido ele deve voar? 

Essas e oulras ailiLae.des podem ser resolvidas tendo o canned mento da derivada direcional 



Fig urn 6,8 


Definite 


■D«$idcrcmo\ um campo escalar f(x y z), Escolhemos um ponto P no espa§o e uma direcao em P T dad a por um 

m miiario b. Seja C uma semi-reta cuja origem € P e possui a direcao de b e seja Q um pooto sobre C cuja distan- 
iie p e s (ver Figura, 6,9). Se existir o I i mite 


iLido derivada direcional de/ em F, na direcao de b. 



Figura 6.9 


/amos que: 


O quoeiente 


f (Q) - f(P) 


e a taxa media de variaeao do campo escalar/, por unidade de comprimeiito na 


direcao escolhida. Assim, ^(^) ^ a de variacao da funcao f t na direcao de b f no ponto P. 
-do ao Prohlema I, podemos dizer que a resposta para a pergunia proposta ser^ encontrada mediante a analise 
de variacao da tcmpcratura em relacao a distincia, no ponto A, qnando o pdssaro se move na direcao dada. Logo, 
cncjontnir a derivada direcional da funcao temperalura. 
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2) Existe urn luimero infinito de derivadas direcionais de/ em P. 

df Bf Bf 

3) As derivadas parciais de / t — t — e ^— em P, s§o as derivadas direcionais de / nas direcoes de 
respect ivamente. 


6.3.2 Exemplos 

Excmplo 1 : Cateular a derivada direcionaJ do campo escaJar f[x,y) — x 2 + y\ em P(2, 1), na din 
v = - i + 2j, 


O vetor unitario na direcao de v 6 


7 v (-1,2) f-1 2 \ 

b = -=r — — i — — f * — 7= (ver rieura 6, 


10), 


1 2 

Do triangulo retangulo Aflv7> tenia* que PM = l,PN = ^ e MN » O triangulo ^ se 

5 2^ — 

triangulo MNP, Fortanto, PR = ^ e QR = onde s = Pg. 


As ooondenadas do pouto Q s5o ^2 - 1 + 


Aplicamos agora, a tlefini^io 63.1, Temos 


Mm 


4 2 -& 1+ &)- /ftl) 


■ lim - Jim s = 0, 


Exemplo 2: Determinar a dcrivada di regional do campo escalar f(x, y t z) = x 2 + y 2 — 2z 2 , em P(l, 2 

direcao do vetor a = i + 2/ + 2k. 

Nesse exemplo. ilustramos urn procedimento alternative para encontrar a derivada direcional, utilizando i 
pararnetri/jii^iio dc (' pdo comprimento de arco, 

A Figura 6. 1 1 mostra o ponto P e a semi-reta C, com origem em P p na direcao de a. 




Figura SJ1 
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Jma parametrizacao de C e dada por r (/) = (1 + f, 2 + 2r s 2 + 2t), t ^ 0. 
tepLii'jctictrizando C pe!o comprimento de area a partir de jP t obtemos 


H 


2s 2s\ 


{ s 2s 2s\ 

Como o ponto Q € urn ponto de C suas coordenadas &So I 1 + -, 2 + — , 2 + -r- J. 
Portanto, aplicando a definicao 6.3.1, vera 


^ (P)=fc /(eH!Q =h 


-2s 


lim 


Iplo 3 : Supor que a derivada parcial de /(x, y) em relacao a jr era um ponto P existe. Vcrificar que essa deriva- 

gual a derivada direcional de f(x, y) em P* na direcao b = i . 
\ Figura 6.12 nos auxilia nessa verificacao. 


Figura 6.12 


v (P) = lim fm^im = lira /(«.+**.»)-/<*.») = v w . 

caleulo de ^-(P), usando a defmic,ao 6.3.1, bastantc trabalhoso. Podcmos facilitd-lo, usando as derivadas par- 
es 

: l a ordem de/em P. Para isso, vamos utilizar o gradiente de/era um ponto P. 


Gradicnte de um Campo Escalar 


Seja jf ( v, ^) um campo c&caiar defirudo em um certo domfnio. Se existem as derivadas parciais de l a ordem de 
t domfnio, elas forraam as components do velor gradient de/ 


LI Definite 

j O gradient da funcSo escalar f(x t y T z)+ denotado por grad /, 6 um vetor deflnido como 
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6.4.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Encontrar o gradient dos campos escalares: 

a) f(x, y, z) = 2{x 2 + y 2 ) - z 2 \ b) g(x, y) = x + e>. 

Usaiulo a defmi^ao 6.4. 1, temos 

a) grad / = 4xi + 4y j - 2z k; b) grad g = i + e y j , 

Exemplo 2: O gradiente de urn campo escahr j f z) define urn campo vetoriaJ denominado campo gradn 
Esboc,ar o graTico do campo gradients gerado pel a furnjao 

fiky:i) =\{x z + y 2 + z l ). 

Temos que 

grad f = x i + y j + zk. 
O gr&fico desse campo pode ser visto na Figura 6,13- 



Figura 6.13 


Exemplo 3 : CalcuLar o gradients de f{x y y) = 2x 2 + y 2 y em P{2, - 1 ), 

Temos grad / = 4x i + 1y j ; grad f(2 t - 1) = Si - 2/ . 

Exemplo 4: Em uma esfera metalica de raio 3 cm, a temperattira T(x, y y z) em cada ponto € propone ional a difl 
cia do ponto ate 1 a superffcie da esfera, sendo I o coefieiente de proporcionalidade. Representar geometricatTigM 
campo gradiente gerado por T (x, y, z)- 

A Figura 6.14a mostra a esfera metalica de raio 3 cm, centrada na origem, 

A temperatura 6 dada por 

T{x,y, z) = 3- Vx 2 + y 2 + z 2 , 

Fortanto, grad 7 = ( * = . — 7= — ==? » , 1 = }. 

Wx 2 + f + z 2 V* 2 + y 2 + z z V* 2 + y 2 + z 2 / 

O campo gradiente esia representado na Figura 6J4b. 
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comum denotannos o grad / como V/, onde V (le-se nabla on del) represents o operador diferenciaJ 



Figura 6.14 


Propriedades 

. . : /e g 1im$oes cseaJares tais que existam grad / e grad g e seja c uma constants. Emtio: 
I a. grad (cf) = c grad f 
B t* grad (/ + g) = grad / H grad g 
I c grad (/g) - / grad g + g grad/ 
g grad / - / grad g 


grad {f/g) 


k do item (c). Supondo / — / U, y, z) e g = g (x t y, z), temos 
grad </g) - ± (/g)7 + ± </,)/ + £ (/g)* 

V a* K 9*/ V ay * ay/' V Bz s a:/ 1 
■terpretaeao geometries do gradiente 

Hstasideremos uma fungio escalar y, O c suponhamos que, para cada constante L em urn intervalo J, a 
^■■5*® f{x, y,z) - k represema uma superffcie no espa^o. Fazendo k tomai todos os valores. obtemos uma famflia de 
^fassicies. que sao as superficies de nivel da fun^ao/ 

■L4 Proposieao 

Hfieja/ uma funcao escalar tal que, por um porito P do espaco, passa uma superflcie de nivel S de/ Se grad / 4- 0 
^■f. entao grad / e normal a 5 cm />. 
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Prova: Seja C uma curva no espaco que passa por P e esteja contida 
na superficie de nfvel S de / (vcr Figura 6.15). 
Rcpresentamos C por 

7(t) = x(t)l + y(t)~j + z(t)k 
Como C esti contida em S, temos que 

f{x(t),y(t),z(t))=k. 
Derivando em relacao a r. vem 

df dx df dy d£dz 


Figura 6.15 


dx dt * dy dt * dz dt ° 


dr 


dr 


Como — — e tangente a curva C em P, segue que Vf € normal a curva C em P. 
at 

Como C 6 uma curva qualquer de 5, concluimos que grad / e" normal a superficie S. 

6.4.5 Exemplos 

Exemplo 1 : Determinar urn vetor normal a superficie z = x 2 + y 2 no ponto P(\, 0, 1). 

A superficie z = x 2 + y 2 pode ser escrila como /(*, v. 2) = 0. onde / (x, y, z) = x 2 + y 2 - z. 
Dessa forma, um vetor normal a z = x 2 + y 2 no ponto /' e" dado por grad/l/*). 
Como 

grad / = 2xi + 2yj - k y 

emP(l,0, 1), temos grad /(1,0, 1) = 2i - k. 
Portanto, o vetor 2i - k c normal ao parabol6ide z ™ * 2 + fem^l.O, 1 ), conforme ilustra a Figura 6. 



Figura 6.16 

Exemplo 2: Determinar um vetor perpendicular a circunferencia x 2 + y 2 = 9 no ponto P(2, V5). 
Nesse exemplo, temos que x 2 + y 2 = 9 6 uma curva de mvel da func.ao 

f(x,y) = x 2 + y 2 - 9. 

Portanto, se V/(/ J ) 0, ele e perpendicular a circunferencia dada. Temos 

grad / = (2*, 2y) ; grad /(P) - (4,2\/5). 

Logo, no ponto P(2, \/5), o vetor 4 / e perpendicular a circunferencia x 2 + y 2 = 9, conforme ilu 

a Figura 6.17. 
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Figura 6.1 7 

(L6 Calculo da derivada diredonal usando o gradiente 

P5a a o vetor posl^ao do ponto P. Entao, r(s) = x{s)7 + y(j); + = a + 6s, onde 5 > 0 o 

comprimcnto de arco, 6 uma equa^ao veronal para a semi-reta C (ver Figura 6.18), 



Figura 6,18 

A derivada direcional — (P),r® dirc^ao 6 T em P t 6 a derivada da fiin^ao f(x( s), y(*)> em rela^So a s ei 
Supondo que /(*, % z) possui derivadas parciais de l fl ordem conlfmias e aplicando a regra da cadeia, temos 



CD 


(2j 


4.7 Exemplos 

p| 0 1 ■ Determinar a derivada direcional de f(x> y, z) = 5x 2 - 6xy + Z, noponto P(~K 1,0), nadireeao 
27 - 5 7 4- 2k. 
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Temos 

grad/ = (10* - 6y)l - 6x~j + k, grad/(-l, 1,0) = -16? + 6~j + k. 
O vetor unitario na dirccao dada 6 

g = 2i - 5~j + 2k _ 2i - 5/ + 2k = 2 -? _ _5_-r + _2_ g 
|27-5/+2it| V4 + 25 + 4 V33* V33 7 V33 

Portanto. usando (2), temos 

ds * 1,1,0) (v5 f V33' V33) ( 16 - 6 ' 1 )- ^33 + + >/33 = U 

Excmplo 2: Determinar a derivada direcional de f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 . no ponto p| - 1 , 2, ^Ynadire 

/ 1\ 
vetor que une /* a Ql -2, 0, — I. 

Temos 

grad / = 2*7 + 2yj + 2z£; grad/ ^-1,2,0 = -27 + 4j +k. 
O vetor unitario na dirccao dada 6 


b = 


PQ 


(-2 + l)7 + £0-2)7 + (|j-j)* 


•2/ 


Portanto, usando (2), temos 


\~i -2) I 


1- _ 2 
1 + 4 N/s' V5 y 


0 gradiente como direqao de maxima variac;ao 
6.4.8 Proposif^ao 

Seja /(*, y, z) uma funcao escalar que possui derivadas parciais de l a ordem contmuas. Entao. em cada 
para o qual V/ f 0, o vetor V 7 / aponta na direcao em que / cresce mais rapidamente. O comprimcnto do vetor 
taxa maxima de crcscimento de/. 

Af — 

Prova: Como — (P) = b • V/. usando a definicao de produto escalar. temos 

OS 

— (P) = \b 1 • |V/| cos 0, onde Bio angulo entre os vetores V/ e b. 

OS 


Como b 6 unitario vem 


¥-(P) =|V/|cos8. 

OS 


O valor maximo de — ( P) 6 obtido quando cscolhcmos 0 = 0, isto e. quando cscolhemos b com a mesma 
ds 

e sentido de V/. 

Nesse caso, & (/>) = |V/|. 

Assim, o vetor V/ aponta na direcao em que / cresce mais rapidamente e seu comprimento e a taxa 
crescimento de/. 
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,9 Exemplos 

mplrj 1 : No caso do Problema 2, apreseniado no infcin da Secao 6.3, podcmos dizer que, se grad T £ Q em P, 
se res friar o mais rapido possfvel o pa&sam deve voar na direcao e semido de -grad 7\P). 

templo 2: Scja /{*, y t z) = z - x 2 - y 2 . 

a) Esiando cm (1, L, 2). que direeiki c semido devem ser Lomados para que fere sea mais rapidamenle"? 

I b) Qual 6 o valor miximo de ^f- (1, 1,2)7 
as 

»au de (a): Estando em(l, 1, 2), devemos lomar a direeao e o sentido do velor 

V/(l,l,2) - ~2i -2j +k 

p que /ciesea mais rapid amen te, 

■fe^o de (b): O valor maximo de ^ (1, 1, 2) € dado por | V/(i s 1, 2) | - 3, 


t5 Exemplos de Apli capes do Gradiente 

fcfnplo 1 : Seja 7 (a\ y, z) ~ 10 - ,r - y 2 - uma disiribuieao dc temperatura em Lima regilo do espacp. Uma 
■Baryta P ] loeali/ada em P|(2, 3,5) neccssita esquentar-se o mais rapido possfvel. Outra partfcula P 2 localizada em 
— 1,0) necessita rcsfriar-se o mais rapido possfvel. Pergunta-se: 

1 a) Qual a direcao e o sentido que P x deve tomar? 
L b) Qual a diretao c o senlido que Pj deve tomar? 

I c) Qual e" a las a maxima de crcseimemo da temperatura cm P, e qual e a taxa maxima de dccrcscimcnto da tem- 
peratura em P 2 ? 

: Ternos que 

grad T - (-2jc, -2y, -2z). 

i Como P] necessita esquentar-.se o mais rapido possfvel, deve tomar a direcao e o sentido do 
grad 7(2, 3, 5) = (-4,-6,-10). 

Como f? necessita resfriar-se o mais rapido possfvel, deve lomar a direcao e o sentido do velor 
-gradT(a -1,0) = -(0,2,0) = (0, -2,0) 
He) A laxa maxima de crescimento da temperatura em Pj £ dada por 

|gradT(2,3,5)| = Vl52 r 
A laxa maxima de deercscimenlo da temperatura em P 2 6 

igradT (0.-1,0)1 -2 

^Er*p]o 2; Lin alpinisia vat escalar uma montanha, cujo formato e aproximadamente o do grafico de 
■25 — x 2 — y 2 y z 2 0, Se ele parte do ponto 1^(4, 3, 0), determinar a irajeiona a ser descriia, supondo que ele 
sempre a direcao de maior active, 

tdf>: Seja r (f) - (x(t), }'(t), z(t) ) a equacao da traj etoria do alpinisia. 
fcfcialmente, vamos determinar a projecao r l (r) = {x{t) y y{t)) de r{t) sobre o piano xy. 
So piano rv, a direcao de maior aciive da mont^inmi 6 dada por V/, onde f - 25 — x 2 — y 2 , Como o alpinisia deve 
na direcao de maior aciive, o V/ deve ser tangeiue a projecao rj (?) da trajei6ria. 
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Fazemos, entao, 


V(0 =grad/(r i (/)) 


Resolvendo ( 1 )> vem 


-2x(t) e ^ - -2v<0 


ou *(/) = de"" e y(0 = C^"* 

Para panicularizar as eonstanies Ci e C 2l lembramos que o ponto de pallida do alpini^ta, comespoodente a 

Portanto, jc(0) = 4 e y(0) = 3 e, dessa forma, C T - 4 e C 2 = 3. Logo, a projecao de 
r ( (f ) = (4e _2 \ Se" 2 *) e a trajettiria 6 dada por 

7(0 - 3tf* 25 - (4e-*) 2 - (3<r*) 2 ) = (4*-* 3e"* 25 - 25e" 4r! ). 
A Figura 619 jiustra esse exemplo. 



Figura 6.19 


Exemplo 3: A Figura 6.20 mostra as curvas de nfvel da temperatura T ( x+ y) da superffcie do oceano de i 

minada regiao do globo terrestre. Supondo que T(x, y) 6 aproximadamcnte igual a X — ^Jt 3 — —y 2 + ~\ pe~ 

a) Qual e a tax a de varia^ao da temperatura nos pontos / > 0 (2 > 3) e Pj(4, 1), na direcSo nordeste? 

b) Se nao conhecermos a forma da funcao T(x, y), como poderemos encontrar urn valor aproximado para a 
de variacao do item (a)? 

c) Qual e a taxa maxima de variacao da temperatura em F 0 ? 

Solu^ao de (a): A taxa de variacao da temperatura e" dada pel a derivada direci&nal. Considerando que urn vetor 
na diregao nordeste 6 1^77^* 6 ^ ra£ ' ^ ~ \ ~ ^x 2 , ~2~^)' vem 


Capitulo 6 Derivada dirccional c campos gradicntcs 



2(/>o)=f(2.3)=V /(2 .3).(4^) 

= ( 1 "i' 4, l i ' 3 )'(^2 , ^) = "i^!' : 


de (b): Sc n3o conhccermos a forma da funcSo 
y), poderemos calcular a taxa de variacao media da tcm- 
na direcao nordeste no ponto P 0 . Basta observar a 
6.20 e assinalar as temperaturas a nordeste: — 1°, e a 
: 0°. A seguir faz-se o quocicntc 
-1° - 0° 
lkm 

! km c a distancia aproximada entre os dois pontos cujas 

as foram observadas. 
^octanto, - 1 grau/km e o valor aproximado da taxa de 
da temperatura, em P {i , na direcao nordeste. 
~nte, temos que 

-2° - (-1°) 



0,4 km 


- - 2,5 grau/km 


Figura 6.20 


aproximado da taxa de variacao da temperatura cm P,. na direcao nordeste. 
Observamos que os valores cncontrados em (a) sao aproximadamente os mesmos encontrados em (b). 

de (c): A taxa mdxima dc variacao da temperatura em P, t 6 dada por 


Igrad /(/>„); = ^0 + (-|J = | 


O 4: Encontrar a equacao da reta tangente a curva 
jr* = 4 no ponto (V3, 1 ), usando o gradiente. 

Analisando a Figura 6.21, vemos que a 
da reta tangente a uma curva de m'vel 
if) = k, em urn ponto ^o(*o* >'o), pode scr encontrada 



Figura 6.21 


(2) 


xi + yj er 0 = x 0 i + ftj. 

exemplo. temos que f(x,y) = Jt 2 + y 2 e /q(V3, 1 ). 
(2), vem 

V/(V3, 1) • [(x,y) - (V5, 1)] = 0 
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(2V5 t 2) - (x - V3,y- 1) =0 
2\6(x - V3) + 2(y - 1) = 0 
2 V3 jc + 2y - 8 - 0 

Portanto, 2V3x + 2y — 8 = 0^a equacao da reta tangente a curva x 2 + y 2 = 4 t no ponlo (V5 > 1). 

Exemplo 5: Potencial de urn campo eletrico. 

Consideremos uma carga ele'trka positiva Q b situada 
na origem do piano xy, conforms Figura 6,22> 

Da Ffsica, temos que a potencial V, a uma distancia r 
Q 

da carga € constanle e e dado por V = — . 

Assim, m curva* equipotenciais r 
jtcj phnv xy, isto €, as ci/nas de potencial con stance, sao as 
circunferencias de equaclo 

«2 


x' + y £ 



Seja Pix^y) um ponto de uma curva cquipoteucial. Figura 6,22 

Se colocamos em P uma carea unitaria positiva q. esta 

sofreni, segundo a lei de Coulomb, uma repulsao. 0 campo eletrico E, gerado por Q. no ponto P, tern a direcao do 

r = xi + y / e sua intensidadc 6 dada por 

£ = 2. 


Podemos entao dizer que a carga q sofre a acao do campo eletrico £ t que dado por 


m 


0, 


Vamos agora determinar o gradiente do potencial V e compard-lo com (3). 
Como o potencial V € 

v= & = <L_, 

' V(JC 2 + y> 


VV ~ Bx l + By } ~ (x 2 + (? + " fi 

Segue que, se conhecermos o potencial V t podemos determinar o campo ele'trico E, pela formula 

E = -W. 

Tambem podemos encontrar a taxa de variacao do potencial V, na direcao r\ no ponto P. Basta calcular a domr 
direcionaK Temos 

7 -Q* -Qy ^ f * y \ 

\{x 2 + y 2 ) 32 ' t> 2 + y 2 )* 2 / VVrUl 2 " ' V^TyV 


(a: 2 + y 2 ) 2 (x 2 + y 2 ) 2 
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r 2 


= -|£|. 


dV 


i expressao - — (P) = — |£| nos mostra que o potencial V decresce a mcdida que DOS afastamos da carga Q na 
ds 

> do vetor r = x i + y j . 

Visual izan do o campo ele'trico E reprcscntado na Figura 6.23. vcmos que, para aumentar o potencial de uma carga 
■to. e necessano desloca-la em sentido contrario ao do campo ele'trico. 






Figura 6.23 


fcrmplo 6: Um potencial eldtrico e' dado por V 


20 


onformc o cxcmplo anterior, temos 


X 2 + y 2 


Encontrar a intensidade do campo ele'trico no ponto (1,0). 


£ = -grad V 


( -20-2* -20 - 2y \ 
\(x 2 + y 2 ) 2 ' (x 2 + y 2 ) 2 ) 

f -40jc -40y \ 

A(j&+/) 2 ' (x 2 + y 2 ) 2 )' 


£(1.0) - grad V(1,0) 
= (-40,0) 

= -4o7. 


Portanto. 


£ = |£| = | — 40 / 1 = 40. 
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6.6 Exerdcios 


1 . Calculur, usundn a definicao, a derivada di ret ion a I do 
campo escalar /( ,t, v ) no porno indicado e na 

dire^ao v = t + /, 

a) y) = 2*- + 2y 2 em I). 

I>) /(^y) = 2* + yemP{-U2). 

c) /(*,y) = em /*(0 f I). 

Nos exercfcios 2 a 6. calcular, usando a definic,ao> a 
derivada direcional no panto e dirccao iiidicados: 

2. f(x,y) = x 2 - y 2 , P(\, 2) t na direcao de 
v =2i + 2j. 

3. /(* T y T z) - xy + z+ f%2, 1 T 0), na direclo do eixo 
positivo dos z. 

4. /(jc,y) = 2x f 3y + F{ — 1 , 2), na dino^ac) da ruta 

y = 2x. 

5. /(x,y) = 2 - jc 2 - y 2 , P([, I), na direcao do 

veto* tangente un Mario a cur\ r a C : r (f) = (f t t 1 ) 
emF%i t 1), 

6- fix, y, z) = 2a: + 3y - z T U -1), na direeao 
do eixo positivo dos y> 

Nos exercicios 7 a 17, calcular o gradiente do campo 
escalar dado, 

7. f(x, y, z) = xy + xz + yz* 

8. f(x,y, z) = x 2 + 2y 2 + 4s 2 . 

9. y) = 3*y 3 - 2y. 
10. f(x,y,z) = Vxyz. 


11. /(*,y,*) = Z - Vx 2 + y 2 . 

12. f(x,y) = e*+>. 

13. y) = arc Cg xy. 

14. /<x,y) 

x — y 

15. /(*, y,z) = 2xy + y* 2 + Inz- 


16, = 


x + y 


Nos exercicios J 8 a 24, represeniar geometricameMej 
tampo ^radiciUc tklmidp pel a fun^ao duda: 

18. u(x y y,z) = ~(x 2 + y 2 + z 2 ). 

o 

19. u(x.y) =2x + 4y. 
1 


20. ( a , v ) 


2V7T7' 
1 , 


21 u(x,y) 

22. u(x, y) - x? + y-. 

23. u{x, y) =2x- y, 

24. u(x, y, z)=2x 2 + 2y l + 2 Z \ 

25. Seja f(x r y) = 2jc 2 + 5y 2 . Representar geo 
menlc V/(jc,), send" (,c rt . y (l ) dado por 


a) (1, 1) 
c) 


b (-1,1) 


17. f(x, y y z) - ^ 


26. Dados 2^eafuQcaof(jc,y)' 

Ol 'k-rminar o aiigulo formado pelos vctores V/fl 
eV/(B). 

27. Provar as propriedades (a) T (b) e (d) da Sub§ed 

6.4.3. 

28. Determinar e nepresentar graficamcnte urn vetor 
mal a curva dada no ponto indicado: 

a) Ix 1 + 3y 2 = 8; jP(1, V5) 

b) y = 2x 2 \P(-\,2) 

c) jr 2 + y 2 = 8; P(2, 2) 
d) 

29. Determinar urn vetor normal a superffcie dada i 
ponto indicado e represent^- lo geomelricamente: 

a) 2x + 5y + 3z = 10; P^l, 2, ^yj 

b) z = 2x 2 + 4y 2 ;P(0,0,0) 

c) 2z = x 2 + y 2 ; P(l;l,t). 

30. Tracar as curvas de nfvd de /{jr, y) = 1 1 
que passem pelos pontos (1. 1), (1. -2) e (-2, - 
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k os vetores V/(l, -2) e 

MBcr^cios 31 a 35, dcterminar uma equacao para a 
■ton! a curva dada, nos pontos indicados: 

L= x 1)^(2,4). 

i-r = -4;P 0 (-3,1). 
L-.v = 4;/> 0 (3,l). 
I s - r = 4;P 0 (2, 0). 

■Ercicios 36 a 40, determinar uma equacao vclorial 
■b normal a surjerficie dada. nos pontos indicados: 

- > 2 + z 2 = 4, P 0 (1, 1, V5), P,(1 T 1, -V2). 
»JF»= AP 0 (3.4,5). 


^ + -z = l t P 0 (l,2,-3). 


1 3V^\ 
2 s 2 /" 


a/ _^ _» 

iDicubr — ( jt Ul > Ll ) na direcao v = 2 i — j : 
L /(*,y) = 3* 2 - 2y 2 ; (* 0 , = (1,2) 
L /(x,y) = e"; (jr 0+ y 0 ) = (-1, 2) 

, Oicutar as derivadas direcionais das seguintes 
: nos pontos e direc,oes indicados: 
(x, y) = e~* cos y cm (0, 0) na direcao que 
forma urn angulo de 45° com o eixo positivo dos 
x. no sentido anti-horirio, 

I f(x, y, z) = 4jc 2 - 3y 2 + z em (-1, 2, 3) na 
direcao da normal exterior a superficie 

jt + y 2 + z 2 = 4 T no ponto P(l t i s V2). 

■crcfcios 43 a 47, deterininar a derivada direcional 
: dada: 

t y t z) = 3x 2 + Ay 2 + z, na direcao do velor 
7 + 2/ + 2?. 

(x, v, £) = xy + jr; + yz, na direcao de maximo 
nento de / 

i. v) = jc 2 + y 2 > na direcao da scmi-reta 
" 4^ s 0. 


46- f(x f y) — 4 - jc 2 — y 2 , na direcao de niaximo 
decrescimento de /. 


47. /( x T y, = Vl - x 2 ~ y 2 ~ <\ na direcao do ve- 
tor a ■ i + / + A . 

48, A derivada direcional da runcao w = /(*, y) em 
P 0 (l, 1 ) na direcao do vetor P^f> , P, ( 1, 2) , £ 2, e na 

aw 


direcao do velor JJ^, P 2 (2, 0) , € 4. Quanto vale 


em P 0 na direcao do vetor /J 6, onde 0e~a origem? 

49. Em que dircclo devemos nos deslocar panindo de 
0(1, 1,0) para obter a taxa de maior decrcscimo da 
funcao /(*,y) = (2x + y- 2) 2 + (5x - 2y) 2 ? 

50. Em que direc&o a derivada direcional de 
f(x, y) =2jty — x 2 no ponto (l t 1) e" nula? 

51 . Em que direcao e sentido a funcao dada cresce mais 
rapidamente no ponto dado? Em que direcao e senti- 
do decresce mais rapidamente? 

a) /(*. y) =2x 2 + xy + 2y* em (1, 1) 
n) f(x,y) = ^ v em(2. -1). 

52. IXicnuinar os dois vclurcs utiildrios parj os quLiis ll 
derivada direcional de/ no ponto dado 6 zero. 

a) /(Jt,y) =xy - xy,P<10 T 10) 


b) f(x,y) 


-P(3,2) 


x + y 

c) f(x, y) = e 2x+ ^ P{h 0). 
53* Uma fun^ao difereneiavel f (x, y) tern, no ponto 


("•0 


derivada direcional igual u - na dirc<;5o 
37 + 47 e igual a -y - na diiecio 4 i - 3 j , Calcular: 


.. t/(o.|) 

» 'm 


na direcao a = i + j . 


54, Determinar a derivada direcional da fungao 

(y _ l) 2 r 

I = no ponto P a (l, V2), na direcao da 

normal exterior a elipse 2x 2 + 3y 2 - 8 no ponto Pq, 

Nos exerefcios 55 a 58 T encontrar 0 valor mdxhno da 
derivada direcional do canipo escalar dado, nos pontos 
indicados: 

55. f(x,y)=xy 2 -{y- x?;Po{\A) 
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56. f(x, y,z) = x 2 + 2xy + z 2 ; /^O. 0, 0) e P } (\, 2. 2) 

57. f{x, y, z) = cos x + sea ^; P Q (x, y y z) 

58. /(jr T y) = arc tg £ P 0 (- 1, 1 ). 

59. Dada a ftinclo w = * 2 + y 2 + z\ determinar sua 
derivada di regional no ponto /*(!, 1, V2), na 
direcSo da normal exierior a superficie z 2 = x 2 + y 1 
em 

60* Suponha que T(x, y) = 4 — 2.v 2 — 2v 2 represente 
uma disiribui^ao de temperatura no piano xy. 
Determinar uma parametrizacao para a trajetoria 
descrita por urn ponto P que se desloca, a partir de 
(l t 2), sempre na direcSo e sentido de maximo cresci- 
menlo de temperatura. 

61. A Figura 6.24 mostra uma pi at at er ma retail gu- 
lar cuja temperatura em cada ponto e" dada por 
T{x, y) = 2x + y. Urn individuo encontra-se no ponto 
P Q dessa plataforma e ncccssita csqucntar-se o mais 
rapid" posse vc], Delerminar a trajetoria (obter uma 
equacao) que o individuo deve seguir, esbocando-a 
sobrc ;i pljiiEifnrmii. 


Figura 6.24 

62. Uma plataforma retangular e representada no piano 


xy por 


0 =s x s 15 e 0 s y ^ 10 


A temperatura nos pontos da ptatit'orma e dada ym 
T{x, y) = x + 3y. Suponha que duas partieuLi* ■ 

e P 2 estejam tocalizadas nos pontos (I, 1) c (XM 
respectivamentc. 

a) Se a particuia P : se deslocar na diregao em que^ 

esquentard mats rapidamente e a particuia P z m 
deslocar na direcJo cm que se resfriara' mai* m 
pidamente. elas se encontrarao? 
h) Obler uma equacao para a trajetoria da paniJ 
P\ representando-a sobre a plataforma. 

63. Resolver o Exercfcio 62 supendo que a lemper^d 

seja dada por 

T(x,y) = 1 2 (x 2 + y 2 )-lW. 

64. A dL-nsidade dc. uma distribLii^ao de massa vam zm 
relacao a uma origem dada segundo a formula 


V7+7+2 

Encontrar a razao de variacao da densidade no 
(1,2) na direcao que forma urn angulo de 45* T do 
tido anti-horario. com o eixo positivo dos x, Emm 
dirceao a razao de variacao 6 maxima? 

65- Usando o gradients encontrar uma equacao para i rml 
tangente a curva x 2 - y 2 = I. no ponto (V~. 

66. Encontrar o vetor intensidade eletrica E — — gradfl 
a partir da func,ao poteneial V. no ponto indicado. 1 

a) V = 2jc 2 + 2y 2 - z 2 \ P(2 t 2, 2) 

b) V = e y cosx: ^^ 0 >°) 

C ) v = (x 2 + y 2 + z 2 )~ in , /XL 2, -2), 


67. Um poteneial el&Hco 4 dado por V 


X 2 + y 2 + 

Determinar o campo el^lrico, reprcscniaiido-o 


6.7 Divergencia de um Campo Vetorial 
6.7.1 Defini^ao 


Seja /(jc, y, z) = fi(x* y, z) i + y, z) j + h(x, y, z) k um campo vetorial definido em um domfn 
Se ex i stem e sao contfnuas as derivadas -^■ > definimos a divergencia do campo vetorial /. denotada por* 
como a funcao escalar 


Cap- tulo $ Derivada direripnat c canipos gmdterites 


(1> 


wtemos interprets (1) como 

div / - V ■ / 


represents t^. An si log a me rite, 


Hgaando usamos essa simbologia, entendemos que o produio 

■7.2 Exemplo 

, j ■ u LLLinpu vouu'ial / (.\\ \\ z ) 2x l i \ ; I xyz fc, calculardiv/. 
\pSicEtndo ( I ), icmos 

= 8x 3 + Jte J > + xv. 

~ 3 Propriedades 

Steam / = {fufjih) e g = (g,, & T &) funnies vetoriais definidas em urn domfnio D e suponhamos que div / e 
^Bf existem. Entao: 

div (/ ± g) = div / ± div g 

div (ft/) — h div / + grad h • f, onde ft = ft(x, y, z) c uma fungao escalar diferenciaveJ em D. 

j io item (b): Temos 

div (ft/) = div (ft/,, hf 2 ,hf } ) 

dx' dor dy dy dz az 


1* 


W dy dz/ W dy' z dz'V 


= ft div / + grad ft ■ / 
upondu que cxislam as dcrivadas de 2 fl ordem de^ podemos determinar div (grad./). 

.'. fdf af af\ 


v& " dx Vdx/ dy Vdy/ d* \3zJ 
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(&rad /J 


Usando o operador V 2 na expressao (2), reeserevemos 

div (grad f) = V *Vf 

: a 2 a 2 a 2 

onde V 2 = —j + — =■ + — r. 

ax 2 ay 2 dr 2 


O operador differencial V 2 £ chamado laplaciano e e muito usado na Ffsica. A equacao 


-C 
CZ 


ft 


£ chamada equacao de Laplace. 

6.7.4 fnterpretagao ffsica da divergencia 

Na Mecanica dos Fluidos, encontramos a equacao da cominuidade 


onde u = pv> sendo p - p(x,y t z t t) a densidade do fluido e v = v(x, y, z y t) o vetor velocidade, 

Bp 3 , 

Rccscre 1 , l-jkJo a cqua^-ao (4 1 na forma — - — div u, vemos que a divergencia de urn campo velorial surge | 

dt 

uma medida da tax a de variacao da densidade do fluido cm am ponto. 

Quando a divergencia 6 positiva em urn pernio do fluido, a sua densidade e.sta diminuindo com o tempo. Nessc 
dizemos que o fluido cst£ se expandindo ou T ainda, que existe uma fonte de flu so no ponto. 

Quando a divergencia e" negativa, vale o oposto. 

Se a divergencia 6 zero em todos os pontos de uma regiao, o fluxo de cmrada na regiao £ exatamente 
pelo fluxo de safda. O fluxo nao 6 eriado nem destrufdo, ou seja, nao exists fonte ncm sumidouro na regiao. 

Se p — constants, isto e\ a densidade nao 6 funeao das eoordenadas x T y\ z nem do tempo f, dizemo* que 
do 6 incompressiVeL Nesse easo, a equacao da cominuidade toma a forma div v = G\ c o campo vetorial v € 
do soknoidal, 

6.7.5 Exemplos 


Exemplo 1 1 Urn fluido escoa em movimento uniforme com velocidade v = xj . Mostrar que todas as pai 
deslocam em Linha reta e que o campo de velocidade dado represenla urn possiVel eseoamento incompressrveL 

Sol ut jo: Analisartdo a represenlaeao grafica do campo vetorial v (ver Figura 6,25) T conclufmos que todas as p 
las se deslocam em linha reta. 

Para verificar que v representa urn posstvel fluxo incompressivel, de vemos mostrar que o campo de veloci 
satisfaz a equacao 


Tcmos 


div v 


div v = 0- 


± (0)+ ± (jt) + JL (0) 


CapJtiho e Derivada direcional e campos gradient's 



plo 2 : Urn campo de escoamento compressii 

u - pv ~ 2xe~* i 


igura 6.25 
'el € descri to por 


x jfty sao coordenadas em metros, f e' o tempo em segurados, pe v estao em kg/m e m/s, respectivamente. CaJcular 
de variacao da densidade p em relacao ao tempo, no poulo F(3 T 2 h 2) T para r = 0. 

y Usando a eqtiacao (4), vein 

div (2*<?~' ? - xye-' j) + ^ = 0 


3r 


2e '. 


Fara r = 0 t temos 

dp dp , 

~ = J- 2e, portanto, no ponto P(X X 2) T -7- ~ 1 kg/m 3 • s, 

of 

plo 3: Qu;indo uma func3o escalar/tX y, z) tern derivadas de 2 a ordem continual e div grad / = 0 cm um 
lio, ela e chamada harmonica nesse dominio. Veriflcar se as seguintes fungoes sao harmonicas; 
») f(x, y, z) = x 2 y + e y - z 
b) f(x, y, z) = 2xy + yz. 

= o: Dc (3) e da deflmclo de fungao harmSnica, concluimos que uma fungao f 6 harmdnica !*c T e somente se,/ £ 
> da equac.Ho de Laplace. 
Basta. portanto, fazer essa verificacio. 
■ Para y, 2) = * 2 y + e T - z, temos 


V/ = (2x y> x 2 + e>\ 


■1); 
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= 2y + e y + 0 
= 2y + e y ± 0. 

Portanto, /(jt, y, z) — x l y + e y — £ nao £ uma funclo harmonica, 
b) Para /(,v T y, z) = 2xy + yz, temos 

V/= (2y,2* + z,y) e V 2 / = 0. 
Portanto, /(.i, y, z) — 2xy +■ yz e uma funcao harmonica. 
Exe mplo 4: Veriftear que a equacio da eonti nuidade 


podc st:r csLriLa como 


C 


Solu^ao: Conforms vimos na Subsecao 6.7.4, u = pv> onde p = p(jt, y, z,f) £ a densidade de urn 
v = v (x, y, ^, r) o vetor velocidade. 
Considcrando v = (V,. v 2 , v 5 ), temos 

div ii = div p v 

= div p(v u v 2 , v 3 ) 

K to 1 djc p dy ^ dy p ifc 3 dz 


M'Mi liLino, a ttjuEiciiu 


pode ser reescrita como 


ay dzj V a* 2 ay 3 W 


: p div v + grad p ♦ v. 


Bp 


_ dp 
div ii + -f- = 0 


+ grad p » v + p div v 


6,8 Rotacional de um Campo Vetorial 
6.8.1 Definite* 

Seja f{x Y y, z) - f t (x. >, z) i + f 2 {x* y* z) j + f${x.y. z)k urn campo vetorial del initio cm um dormnio J 
com derivadas de l a ordem continuas em D. Defmimos o rotacional de /, denotado por rot /, como 

rot / = V x f 
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i i k 

AAA 

djr By dz 


E.2 Exernplo 

Deierminar rot /, sendo / = xzy 1 I + xyz j + 3jty fc- 
Temos rot / = V X / 

~i 1 k 

AAA 

to dy dz 
xzy 7 xyz 3xy 

= (3* - xy)7 + (xy 2 - 3y) j + (yz - 2xzy)k. 

13 Prupricdades 

Sejain f(x,y,z) = (f],ft,h) e y,z) = g 3 ) fondles veiormis dot initio cm um dtum'nio D com 

■adas pare mis de ] a ordem contmuas em Entlo: 

a) rot(/ + s) = rot / + rot 8 

fr) rot(/r/) - h rot/ + grad AX/ 

bA = A(jc ( z) (I uma fun^ao escalar diferencilvel em ZX 

a do item h : Temos 


TZX(hf) 


i j k 

a a a 

to dy dz 

A/i Vj AA 


•It 

(bh 


§Jl_Bh 
dz dx 


W h % dz h H Tz) 1 U 

'(f-f)-e'.-S'.) j -(f-s?-(S'.-£'.) 


/ + 


/1 rot / + grad h X /, 
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6.8.4 Interpretagao fisica do rotacional 

O rotacional de urn canipo vetorial aparece em diversos situac^oes da Fisica. Por exempkv 

a) Na analise de campos de velocidade du Meesimica tins E "Initios.: 

b) Na andlisc de campos dc fort; us eleiroTuagnelicos.; 

c) Pode ser interpretado como uma medida do movimento angular de urn fluido, e a conditio 

rot v = 0, 

para urn campo de velocidade v\ caracteriza os chamados fluxos irrotacionais; 

d) A cqva^io rot E - 0, onde E 4 a for^a ei£triea T caraeteriza que somente forgas elctrostaticas estao 
no campo eletrico. 

Nos proximos capftulos, voltaremos a explorar essas ideias fisicas. 

6.8.5 Exemplos 

Exemplo 1 : Um corpo rfaidn prz\ em tor no de urn eixo que passa pela origem do sistenia de coordenadas. co 
velocidade angular w constante. Seja v o vetor velocidade em um ponto P do corpo. Calcular rot v. 

Solucan: A Figura 6.26 i lustra esse exemplo. 



Figura G.2G 

Da Fisica, sabemos que o vetor velocidade em um ponto P do corpo e dado por 

v = w X r* 

onde 7 6o vetor posic, ao do ponto P. 

Fazendo w = (w h ^) e / = (jc t y, z), temos 

7 7? 
iv, w 2 w 3 

r y z 


Portanto, 


f 

/ 

k 


6 

a 


dy 


- ^y 


w,y - 
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= fa + W X ) t + (W2 + h> 2 ) / + (W 3 + to^k 

= 2ft 

.xemplo 2 : Um cscoamento 6 representado pdo eampo de vetocidade 

v = 10*7 - 10v/ + 30/t. 

Verificar se 0 escoamento 6: 

a) um possfvcl cscoamento incompressivel; 

b) irroiacional. 

aucao de (a); De acordo com a Subsecao 6.7.4, devemo* verificar se div v = 0. 
Temos 

div v = 4- (10* ) + j~ (-10y) + — (30) 


3* 

= 10-10 

= 0, 

Logo, temos urn possfvei escoameulo incompressfvei 

"0 de (b): Devemos verificar se rot v = 0. 
Temos 


dy 


dz 


_d_ 
dx 
lOx 


} 

_a_ 

dy 


-lOy 30 


'<*3 


Logo, 0 escoamertto £ irrotationaL 

plo 3: Para um escoamerilo no piano xy T a componente em y da velocidade £ dada por y 2 - 2x + 2y. 
nar unia possfvd componente cm x para um cscoamento incompresslveL 

Para um escoamento 110 piano xy incompressfvd. devemos ler 

div 7 - 0, ondc v = v ] i + (y 2 - 2x + 2y) j . 

)S 

, 7t _ 3v l 


div v 


dm 


olvendo a equacao — + 2y + 2 - 0 encontramos uma possfvd componente em x, isto 6> 


y) e qualqucr funcao em y. 


v v = l(-2y - 2)dx + a(y) 
= -2yx - 2x + a{y) y 
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Exempli) 4: No Exemplo 5 da Secao 6,5 vimos que o campo cietrostitico assoeiado a uma carga positiva Qedi 
E= - VV, onde V » — , r = Vjc 2 + >' 2 . Verifkarque rot £ = 0. 
Sob^ao: Podemos eserever 

- f Qx Qy \ 


rot £ = 


j 

J 

k 

fj 

3 

a 

rJ.T 

dy 


Qx 

Qy 

0 


(x 1 + y 1 )^ 



™ 0, em todos os pontos fora da origem. 


6*9 Campos Conservatives 

6.9.1 Defin^io 

Seja / um campo vctorial em um dominio U. Se k = u(x. y r z) 6 uma ftmcao difcrencidvd cm (/ tat que 

dizemos que / 6 urn campo conservative ou urn campo gradients em U. A funpto u € chamada funcjio potential de fj 
em U. 

6.9.2 Exemplo 

O campo vetorial 

/ - (4x + 5yz) I + Sxzj + Sxyk 

e J um campo conservativo> pois a funcjio u = 2x 2 + Sxyz e diferenctevel em IR* e o seu gradieme d /. Portanto. mr 
uma fun^ao potencial para /. 

6.9.3 Teorema 

Seja / = (fi, fi, / 3 ) um campo velorial continuo em um dommio U> com derivadas parciats de l a ordem continue 
em U. Se / admits uma func,ao potencial a, entio 

rot / - Q puin qualquer ( a. y, z) El U. (1) 


Retiprocamente, se f/ for simplesmente eonexo e (1) for verificada, cniao / admite uma Juneau poicndd 

u — u(jt, y T z) em U. 
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Obser\ amos que ( 1 ) podc ser reescrita como 


v, v; V, »?, 


(2) 


fcova Parcial: Provaremos apenas a condiijao necessdria. A prova da condicao suficientc sera omitida. 
Seja // = u(x, y,z) lima funcao potencial para f.emU. Entao // e diferenciavel em V e 

/ = grad u, 


Temos, entao. 


FT . ... .. 

fa 

- : t* ' .">■ 

dz. '.. 


(3) 


erivando ambos os membros da primeira igualdade de (3) em relacao a y, temos 

dfi = ±_ (<*u\ _ d 2 u 
dy dy \dx) dydx 

erivando ambos os membros da segunda igualdade de (3) em relacao a x, temos 

dx dx\dy) dxdy 
Como as derivadas de / sao continuas em 6', usando o teorema de Schwarz concluimos que 

dy dx' 

.Aaalogamente. obtemos as demais igualdades de (2). 

Exemplos 

o leorema 6.9.3, o que podemos afirmar a respeito dos seguintes campos vetoriais / cm D? 
/ = 2x 2 yl + 5xzj + x 2 y 2 k em D = K 3 . 
/ = (4xy + z)7 + 20^7 + xk emD = IR\ 

7 - -T^-i* + -TT-?7 cm D « = {U^)IU-3) 2 + /<l}eD 2 = {(*,y) I 1< * 2 + y 2 < 16}. 
AT -r y x + y^ 


r 


de (a): Calculando as derivadas parciais. temos 


>*=2,> 

§6 

dy 

djr 




dx 

^ = 5, e 



dy 


' 2.r 2 v 
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Portanto, rot f # 0 c, dessa forma, / nao 6 um campo gradiente em IR?. 

Soluclo de (b): Nesse cxcmp]o> o campo dado 6 conimuo com derivadas parciais de J a ordem conlinuas em He. 
disso, 


rot / = 


i 

J 

k 

A 

B 

a 

Bx 

By 

dz 

4xy + z 

2x 2 

X 


= {0 - 0) i : + (1 - 1} / + (4x - 4x)k 
= 0. 


Portanto, / 6 um campo conservative em IR 3 . 
Solucao de (e): Calculando as derivadas parciais, temos 

8j\ = df2 = 

dy dx 


(X 2 + ff 


AleVn disso T essas derivadas sao conlinuas em todos os pontes (jc, y) # (0, 0). Porem como O campo / i 
derivadas nao estao definidos na origem, devemos tomar muito cuidado ao analisar 0 dommio. 
A Figura 6.27 mostra os dominion Z>, e /> 2 . 


Figura 6.27 

Podemos obscrvar que D t i um dommio simplesmente conexo, que nao eontdm a origem. Portanto, usando oh 

rcma 6.9.3. concluimos que / € conservative em D\. 

O domfnio D 2 tambein nao eontdm a origem. Mas ele apresenta um *buraeo\ Nao e simplesmente conexo. As^d 

usamto o leoremu 6. 9.. I rntd;i podemns contfitir sohi'e a existencia de umu t'micfio potential para f . urn /X. No ( '.:: . 

9, veremos que / nab e* conservativo em D 2 . 

6.9.5 Caiculo de uma fuocao potencial 

Supondo que / = (f lr f 2 , / 3 ) £ o gradiente de uma funcao potential w em um domfnio U C IR 3 , podemos 
minar w, usando as igualdades 


Capitulci e Derivada directorial c campos gradients 


0$ cxcmplos que seguem nos mostram o procedimento a ser adotado. 

6.9.G Exemplos 

Excmplo 1 : Verificar se o campo vetorial 

/ = (yz + 2)7 + (xz + 1)7 + (*y + 2z)k 
Earn campo gradient* em IR*. Em caso afirmalivo, eneontrar uma funcao potencial u. 

Satucao: 0 campo veronal / 6 urn campo tal que /,>/ 2 e / 3 sao f undoes conliriuas que possuem derivadas partial* de 
[F ordem contfnuas em IE?. 
Porranto. como 

df 1 = if 1 = z 3A = 3£ e *h = *h = x 

dy dx dz Bx Bz By * 

^■Klufmos que / admile uma fuucao potencial u em Dt\ 

Pdra determinar a funcao « = y« z), vamos escrever 


to 


fv = yz + 2 
f z = xz+l 


du 


Inte^rando (4) «n relavao a jc, vem 

u - J(yz + 2)dx = Jty^ + 2jc + a(y t z). 


Desse rcsuliady c da rda^ao (5), escrevemos 


da 


, = xy + — = xz + 1. 
dy 


Logo, 


3tf 


1 e, portanto 


= y + f>U). 

Substimindo o valor de a(y T z) na expressao (7), obtemos 

u = xyz + 2x + y + b(z). 

Desse resultado e de <6), vem 

du d£> 

— = *y + — = jy + 2z. 
dy dz 

I. a * ^ 
Logo, — - 2z; 

oz 


(4) 
(5) 
(6) 

(7) 
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b = z 2 + c\ onde c € uma constante. 

Finalmcnte, subslituindo o valor tie b enH8). obtemos 


Essa expressao represents uma familia de f undoes. Para cada valor atribuido a constanle c t obTemos i 
potencial do campo /, 

Exemplo 2; A lei da gravilacao de Newton estabelece que a forga / de atracao entre duas particular de 
e" duda por 


"I 


onde f = xi + y f + zk t r = jrj. Enranfrar o pofendaJ mwtoniano «, ra} que / = grnda- 

Solucao: Jnicialmente, vamos reescrever /, 

/ = -GmM{x 2 + y 2 + z 2 )~ 3/2 (xl + yj + zk). 
Calculando as derivadas parciais, temos 

■ SGmMxy (x 2 + y 2 + z 2 )' 5 ^ 

3 GmMxz (x 1 + y 2 + z 2 )~ S/2 

: 3 GmMyz (x 2 + y 2 + s 2 )"^ 

Salicritamos que o esirapo / eshl ddlnido em IR 1 (0. 0, 0). Como o domfnio de definicao de / 6 simp] 
conexo e (2) 6 verificado s osando o teorema 6,9,3, podemos concluir que existe uma funcSo potencial u< 
Temos 


2t_ 


fly 

a* 



a z 

a* 

a/ 2 _ 

•A 

a* 

ay 


a* 
ay 

a« 
az 


= -GmMx (x 2 + y 2 + 2 2 )" 3/2 

= -GmMy (x 2 + y 2 + z 2 ) & ■ : ? 

= -GmMz {x 2 + y 2 + z 2 )- 3 * 2 . 


Integrando (9) em rclacao a x, obtemos 

u = J-GtfjM* {* 2 + y 2 + **) 

= GmM(x 2 + y 2 + ; 2 )"' 2 + g(y, 

Derivando esse resultado em rela^ao a y e usando (10), vem 

Ad 

— = 0 e entato a - b(z). 
By 

Logo, (12) pode ser reescrita como 

u = GmM(x 2 + y 2 + z 2 )~ l/1 + b{z). 
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Derivando esse rcsultado em relacao a;e usando (11), vem 
db 


, = Oc poriarrto b £ uma constante, 

az 


Logo, o potencial de Newton 6 dado por 


6,10 Exercicios 

L Dado o campo veloriaJ / h calcular div /. 

a) f(x,y) =2x 4 f + e&j 

b) / ( x, y) = sen 2 x i + 2cos x j 

c) /(*, y, z) = 2x 2 y 2 l + 3xy^7 + y 2 zk 

d) f(x,y,z) = inxyi + xj + zk. 

2. Urn fluido cseoa em moviiruMHo uiii forme com velo- 
cidade v dada. Vcrifiear so v representa urn possfvel 
fluxo incompressrvel, 

a) v = z 2 i + x j + y 2 k 

b) v - 2i + xj - k 

c) v — 2xy i + x j , 

3. Provar a propriedadc (a) da Subse^ao 6.7.3. 

4. Encontrar a divergencia e o rotacional do campo 
vetorial dado. 

a) J{x y y, z) = (2x + Az, y - z> 3x - yz) 

b) f(x,y) = + x 2 - y 2 ) 

c) 7(jr,y # 0 = a 2 ) 

d ) f{x t y) = (e x cosy r e x seny) 

e) /(jr, y t z) = (ryz 3 , 2jcy\ -x 2 yz) 

f^y) + (0,0) 
g) /(*,}>, z) = *y 2 z(7 + 2/ + 3A). 

5. Determinar rot / sendo: 

[ a) / = senary; + co&xyj + zk 

b) / = 2x 2 y i + 3xz / - yfc 
I c) / = (jc + y)7 - \nzk, 

6. Provar a propriedade (a) da Subsceao 6 83 


7. Sejam / = (xz> zy, xy) eg = (x 2 , y 2 y z 2 ). 
Determinar: 

a) V-/ 

b) V^g 

c) VX/ 

d) VxJ 

e) V x (/ x J) 
0 (Vx/)xg 

g) (Vx7)^(VXg). 

8. Seja u = (x 2 — y 2 ) 4 V/. Calcular div u no ponto 
P{U 2 y 3) sendo: 

a) / = sen xy + x 

b) / = xyz + 2xy. 

9. Se / = 2**yz e v = x*i + xzj + sen xfc, 
calcular; 

a) (V/) + rot v 

b) div (/v) 

c) rot (/v). 

10. Sendo *7 = 2xzl + (jc 2 - Z 2 )J + (x* + 2z)k, 
calcular rot (rot u). 

11. Supondo que v representa a velocidade de um flitido 

em movimento, verificar se v representa um possfvel 
fluxo incornpressfvcl. 

a) v(x,y) = (2y - 3)7 + x 2 7 

b) v(x, y, z) = (x t y, z) 

c) v(x,y,z) = (2x, -2y T 0) 
d> v(x,y) = {-y,x) 

e) v (x, y\ z) = (2xz, - 2yz, 2z). 


Calculo B - Funcoes de varias vgriaveis. integrals, miiltiplas, integrals curvilineas e de superfine 


1 2, I "m rinic.lL> escna cm cnavimcnlo uiiiforme no 
dominio D = {(x> y) | 0 £ y £ 8}. Se a velocidadc 

em cada ponto e" dada por v — (y + 1) i , verificar 
que codas us part icu las sl l des locum cm linha rela c 

que v representa urn passive! fluxo ineompressfvel. 

1 3. Verificar se as seguintes tuncdes sao harmonicas em 
algum dominio. 

a) f{x,y,z) = xz + Inxy 

b) /<x,y) «2(x a -y 2 ) + y + 10 

c) /(x, y) - sen x cosb y 
6) f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

e) = x 2 --y 2 --z 2 

f) /(x, y, z) = x + y + z 

g) f(x,y) = e J cosy. 

1 4. Verificar se o campo dada <1 : imjlacionaL 

a) f(x, y, z) = (yz, ^y) 

b) f(x,y,z) = (xyz,2x- l^z) 

c) 7(*> y, z) = (j>3e** J***** xye^ 1 ) 

d) /(x, y,z) = (2x + cos yz, — xz sen yz, 
— xy sen yz) 

e) f{x,y,z) = {x\y\z 2 ). 

15. Urn escoamento e represcntado pelo campo de vela- 
cidade 

v = (y 2 + z 2 ) i + xz} + 2x 2 y 2 k. 

Verificar se o escoamento 6: 

a) urn possfvel escoamento incompressjvel; 

b) irrotacional, 

1 G. Para um escoamento no pfano xy, a componente enu 
da velocidadc e' dada por 2xy + x 2 + y 2 . Determinar 
Lima possfvel componente em y para escoamento 
incompressjvel. 

1 7. Mostrar que, se /(x, y, 2) e solucao da equacao de 
Laplace T V/ e um campo vetorial que e, ao mesmo 
tempo, solenoidal e irrotacional. 

1 8, Usando o teorema 6.9-3, o que se pode afirmar sobre 
o campo vetorial dado'.' 

a) /(.v. v ) - (r' scn v, r L cos v ) cm IR" 

b) fa* = W^FF'W^)^ 

D = {(x,y)\{x-3) 2 +(y-5) 2 <3} 


di 


y 2 ) 3 ' 7 * (x 2 + y 2 )*V 
em D = {(x, y) lx 2 + y 2 < 1} 

<x 2 + y 2 + z 2 ) 2 * 7 (x 2 + y 2 + z 2 )^) en 
D = {(jc, y, z) | 0 < x 2 + y 2 + z 2 < 1} 

e ) /(x,y, z) = (x 2 sen y + z,y cosy + 1, 
Z 2 — xy) em Wi 

f) /(a% y) = (x 2 + y s y 2 - x) em IR 2 

g) / ( Xy y, z) — { -sen jc + cos x t z, y) em 
i*) y) = ( setl ^ cosy) em IK?- 

1 9. Verificar se os seguintes eampos vetoriais sJo 
vativos em olgum dominio. Em caso afimu 
encontrar uma funcao poteneial. 

a) / = 2x7 + 5y^7 + JC 2 y Vft 

b) / = (1 + y sen jc) i + (1 — cosjc) / 

c) / = lnjcyi + Inyz/ + lnzx/t 

d) ? = (^- 3 -?f^) 7 + 

e) / = (IOjcz + y sen jry) i + x sen xy ; + 5jtH 

f) f =e*7 + 2e*j + 3e z k> 

20, Encontrar uma funclo poteneial para o campo j 
dominio especificado: 

y 


(x 3 + y 2 + z 2 )^ (x 2 + y 2 + z 2 ) 

em qualquer dominio simplesmente conexo 
nlo conteni a origem. 

2y 2z \ 

x 2 + y 2 + z 2s x 1 + y 2 + z 2 } 
em qualquer dominio simplesmente conexo que 
nao contem a origem. 

c) f(x r y t z) = (ye% xe z , xye z ) em IR?. 



Neste capitulo, vamos estudar a integral dupla T que constitui urn a 
externa o natural do eonceito de integral definida para as flinches 
de duas variaveis. Par meio del a, anaTisaremos di versa s situates 
envolvendo calculo de areas e volumes e determinaremos algumas 
grandezas fisieas, tais como massa e momento de inertia. 

Devido a complexidade de urn tratamento matematico rigoroso, 
procuraremos explorar as ideias de maneira ma is informal e intui- 
tfva, visa n do a compreensao dos concertos e suas a plica goes, 
Alguns rcsultados que nao serao demonstrados poderao ser encon- 
trados cm textos mais avanqados de Analise Matematica. 


7,1 Definite 

Vamos corusiderar um<i fun^ao z = f y) definida em uma regiao fechada e limitada K do piano xy\ como mostra 
7A. 



-» Z= t{K ft 


y 


Figure 7.1 

Tracando relas pamlelas aos eixos dos x e dos v, respeulivamente, recobrimos a regiao R por pequenos retangulos 
Ipct Figuj-a 7.2a>. 
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Figura 7*2 

Consideremos somente os retangulos R k que estao totalmente contidos em ft, numcrando-os de I ali n. 
Em cada retangulo R k , escolhemos urn ponto (x h ,y k ) e formamos a soma 


onde &A k = A^* Ayt 6 a area do retangulo R k . 

Suponhamos, agora, que mais retas paralelas aos eixos dos x e dos y sao tmgadas, tornando as dimensoes dos r 
gulos cada vez menores, coma mostra a Figura 7.2b. Fazcmos isso de tal maneira que a diagonal maxima dos rchnfl 
J Os fij. tcTidu- a zero quiindi) n lendc ao infiniUi. Ncssj situacao, 


Mm 


existe, ele e* chamado integral dupla de / (jr T y) sobre a regiHo R. 
Denotamos 


Observamos que: 

a) A regiao /? e denominada regiao de integracao, 

b) A soma (1) d chamada soma de Riemann de z = f {x, y) sobre R. 

e) O limke (2) deve ser independents da escolba das retas que subdividem a regiao R e das pontos (.v*. y fi ) to 
dos nos retangulos 

d) A ex is tend a do limile (2) depende da funcao Z — f (x, y) e tamtam da regiao R. Em nosso cstudo. vai 
supor que o contorno da regiao R 6 form ado por um numcro finite de arcos de curvas 'suaves\ isto e. de a 
de curvas que nao contero pontos angulosos. Nesse caso, se f € continua sobre R, temos a garantia da exts 
cia da integral dupla, 

Yeremos agora que, quando z = / (jc, y) > 0, a integral dupla pode ser interprctada como um volume. 


7.2 Interpreta^ao Geometrica da Integral Dupla 


Suponhamos que z — f (x, y) seja maior ou igual a zero sobre R. Observando a Figura 7.3, vemos que o prr 
representa o volume de um prisma reto, cuja base e o retangulo R k e cuja alluni c / (x k , y k ). 
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A soma de Ricmann. 


Figura 7.3 


±f(x^y k ) AA k 


nta uma aproximacao do volume da porcao do espaco compreendida abaixo do grafico de z = / (x, y) c acima 
So R do piano xy. 


Assim. quando / (x, y) £ 0, a ||/(jc, y)dxdy 

d& o volume do solido delimitado superiormente 

grafico de z — f (x, y) y inferiormente pel a 

R e lateral men re pelo 'cilindro 1 vertical cuja 

i o contorno de R 
Figura 7.4). 



toy) 


Figura 7 A 


.3 Propriedades da Integral Dupla 

Para enunciar as propriedades que seguem, estamos supondo que a fronteira da regiao de integragao R € formada 
uin numen> finito de arcos de curvas suaves e que as luncoes f (a, y) e g (x, y) sao continuas sobre a regiao R. 
forma, temos a garantia da existencia das. integrals duplas envoi vidas. 

.1 Proposigao 

a) || k f(x, y)dA = k || /( x, y)dA r para todo k real. 

R R 

b) [|[/(-r,.v) + g(x,y))dA = j]f(x,y)dA + ^g(x>y)dA. 

R R R 

c) Sc/(jc, y) > y) T para todo (x, y) e # T emao ||/(jr T y)*M > jjg(x,y)dA. 

d) Se f(x, y) 5: 0 para todo (a, y) pertentxnie a rc^iuo R, eniao |J/( J - >')dA "-- 0. 
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e) Se a regiao R d composla de duas sub-regioes /?, e R 2 que nao tern pontos em comum, exceto possivel 
OS portOS dc sua* Ironicirus ( vcr H»L]ru 7.5), lthlkj 


Figura 7.5 

Hara provar essas propriedades, usamos a defini^ao da integral dupla e propriedades de I i mites. 
Para exemplificar t vamos provar o item (b) r 

Prova de (b] 

Estamos supondo que as integrals jj f{x, y)dA e JJ ^(jc, y)dA existem. 

R R 

Portartto T existem, rcspectivamentc, os li mites 

rl rl 

lim ^ Yk) &A k e lim ^,g(x k , y k ) &A k . 

Escrevemos, entuo, 
[f [ft* y) + Si** y)] dA = lim ±[f(x k , y k ) + g(x k , y k )} &A k 

R 

= lim *Zf{x ky y k )AA k + lim^g(x k , y k ) AA k 
= |/Uy)d>4 + jj *(* t y)<*A 

R R 

Gbservamos que essa propriedade pode ser estendida para um numero iinito de forgoes, 
\\[fi(x,y)+h(x,y) + ... +f n (x,y)]dA=p l (x,y)dA + p 2 (x>y)dA + ... + JJ/^x, jr)<*4 

R R R ft 

Vale tamb€m 

\j[f(x,y)-8(x,y)VA = p(x,y)dA - J*(x,j>)rfA 

R R R 
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.4 Calculo das lntegrais Duplas 

Quando temos uma regiao de integracao de urn dos seguintes tipos: 
Tipo I: |^^ r ^^ com fi(x)ef 2 (x) contmuas em [a, b] 


Tipo 


, com gify) e giOO oontfnuas em [c, d]. 


1 fodemos caLcular as integrals duplas de uma forma bastante simples, por meio de duas integrates sucessivas. 

jT a Caso: R e do Tipo I 

A Figura 7.6 ilustra esse caso. 


Figura 7.6 


Nesse caso, a integral dap la 


§f{x t y)dxdy 

R 

E calculada por meio da seguinic integral . dila iterada: 



(1) 


Vamos justificar a cxpressao (1) considerando a interpretaclo geome'trica da integral dupla. Supondo que a funcjo 
. y ) s 0 e enntmua sobre tf T para cada valor fixo de x a integral interna 

Ad) 

c uma integral dell m da, com relacjto a >', da funcio/C*, y). Essa integral pode ser inierprelada como a arcade uma se^ao 
fcansversal, perpendicular ao eixo dos x, do srilido cujo volume csui sendo lllLuIlkIo i ver Figura 7.7). 


234 Calculo B - Fungoes de varias variaveis, integrals multiples, integral's eurvifineas e de superftrie 



Figura 7.7 

Indicando por A(x) essa drea, temas 

Assim, a integral iterada ( I ) pode ser reescrita canto 

* 

J>i{x)rf^ (2) 

a 

FinaJmeme, se escTevermos a integral (2) como o limite de uma soma dc Ricmann, isto 6, 

b 

A(x)dx = Urn ^A(x k ) Ax k , 

a 

entao, geomeiricameiite, podemos ver que a integral (I) on (2) represents o volume que esta" sendo calculado pot 

p(x,y)dxdy. 

R 

2* Caso: !? e do Tipo II 

A Figura 7,8 ilustra es.se caso. 


c 

y 

• 






figura 7.8 
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Nesse caso, de modo aualogo ao l fl ease, temos 


1 


Observamos que: 

a) Os rcsultados apre$C(ilados no l c e 2° casus podem ser formal izados em um leorema, cuja demon stragao pode 
ser encomrada em livros de Calculo Avancado on Analise Matematica. 

b) Quando a regiao # nao € exatamente doTlpolou II, em alguns casos podemos panic iond-la convenientemente 
e calcnlar a integral dupla usando a propriedade 7.3.1(e). 

Gs cxcmplos que seguem ilusiram o calculo das integrals duplas atraves de integrals iteradas. 


7,5 Exemplos 


Exemplo 1 r Calcular o volume do sdlido delimitado superiormenie pelo grdfieo de z = 4 - x - y\ inferiormente 
pela negiao R delimitada por x = 0, x = 2, y = 0 e y = + ^ e lateralmenie pelo rilindro vertical cuja base £ o con- 
torno de R. 

Sulu^au: A Figura 7.9 i lustra o s<Mido. 

Como vimos na interprctaeao geome'trica da integral dupla, o volume desse solido e dado por 


f (4 


A y)fl.Xf!v. 


A regiao R, que c ilustrada na Figura 7. 10, 6 uma regiao do Tipo I, que pode ser descrita por 

1 0 — .r — 2 

Temos, ent5o. 


x - y)dy 


tlx. 



Figura 7.9 


Figura 7,10 


Calculo B - Fun^otrs ck variai variavcis, mtctjTais multiplas. integrals eurvih'neas e <k super (uk' 


Yamos, primeiro, calcular a integral interna. Tetnofi 


i 1 
1**2 


V 


x - y)dy - 4y - xy • 


j i \\ (i \\ G* + 2) 


-9,3 15 
— x + -x + —■ 

32 S 8 


Assim, o volume V 6 dado por 


y 


f /-9 ,3 15\ J 15 

— x + —x + — I jJj = — unmades do volume. 
J \ 32 8 4 


Excmplo 2: Calcular a integral 


onde R £ a regiao limifada por y - jtr* e y = 2x. 

Solucao: A regiao de integracao € apresemada na Figura 7,1 1. 


Figura 7.11 

E facil visualizar qne a regiao R pode ser enqnadrada nos doi<t tipos, descrilosi na Sc<,'5t> 7.4, 

Temi>S 


(1) 



(2) 


Assim> a integral dada pode ser calculada de dua& maneiras, A sc«uir, ilustramos as duas opeoes possiveis. 
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\* marieira: Inlegrando primeiro em rela^ao a.y. 
Usandlo (I), temos 

2 Fix 

ft ii L 


0 |_ 

2 

f[ 


fix 


\x(2x ~ X Z ) + 


,7a 


= 52 
15' 

2 a maneira: Fntegrando primeiro em relacJiO a x. 
Usando (2), escrevemos 


f <* - y)dx 


dy 


| (y + >*)|? 

o L 

j[l(,-*H*-§)]* 


^52 
IS 

Observamos que, messe exempli as duas opc,6es envolvem praticamente os mesmos caMculos. Em alguns cases, urna 
cseolha da nnjcm dc mtegiih^Vs pode sirnplificar bustamc o trubalho. Hm ouiros, purii; nan scr possivcl csilcular a 
integral dupla para urn a escolha e ser posstvel para a outra. Os dois proximo* exemplos ilustram essas situacoes, 

Exemplo 3 : Calcular / - jj v sen xy dxdy, onde R f£ o retanguto de vertices ^0, §)' t 1 * J " r ) e (°^)- 

Solucao: Como a regiao R e um rctangulo, ela pcxle ser enquadrada n«s dois tipos cfcscritos na Se^ac 7 A 
Integrando primeiro em rela^ao a varidvel jt, temos: 

/ = J j y sen xy dx dy 


-cos xy 


dy 
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— J [— cosy + cos 0]dy 


= (-sen? + y) ^ 

2 

= 1 + 2' 

Observamos que, se a escolha reeafsse em integrar primeiro em relacao a variavel >\ a integral interna seria 

w 

| y sen xy dy. 


que exige integracao por partes. 

ASi^ini, a c-Kcnlha adequada da ordem de integracao simplificou os ealculos. 

Exemplo4: Caleutar a integral 


| | e'^dydx 


Solu^ao: Nesse caso, nao € possivel caleular a integral com a ordem 
de iiitegracao dada, pois a Func,ao f{y) = e~ r nao possui prim hi va 
entre as Furtcftes elemental do Calculo, 
A regiSo R 6 dada por 

Ux^y^A 

e e ilustrada na Figura 7,12. 

Podemos observar que R tamtam e" uma rcgiao do Tlpo II, podendo scr deseri ta por 


0 < x < 


0 £ y ^ 4 


Temos, assim, 


dx 



Figura 7.12 


[1 
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Exemplo 5; Cakular 


Vy sen (jtVy) dA 


onde e" a regiao delimitada por x = 0 v y = e x = Vy. 

SoJu^ao: A regiao /? esti ilustrada na Figura 7.13, 

Nessc exemplo, a regiao R tambe'm pudc ser dcscrita de 
dfuas maneiras. No entanto, € convemente usar 


0 < y : 


Temos 


T V? 


dy 


jj Vy sen (xVy) dA = J | Vy sen (*Vy) djrrfy 
7 

= | - cos (*Vy) 

0 

7 

= | [-cos(VyVy) + cos Oj dy 
o 

v 

2 

= | [-cosy + 1] dy 


Figura 7.13 


tt-2 


Exemplo 6: Dcscrever a regiao de integracao da integral 

2 V4-X 1 


| | f(x,y)dydx 


e i nvciter a urdem de integracao. 


Calculo B - Funics de varias varisveis, integrals multiples, iniegrais curvilmeas e de superficie 


Sul utau : Podemos descrever a regiao de imegracao gr&r% 
ca e analiticamcnte. 

Analiticarnente, lemos 


•I: 


V4 - x 1 £ y ^ V4" 
■2<* < 2 


Essa regiao pode ser visualizada na Figura 7. 14. 
Portanto, a regilo de iniegra$£o esta' delimitada pela 
circunferencia Jt 2 + y 2 = 4. 

Vamos inverter a ordem de integracao. Temos a regiao descrita como 

- V4 - p < 
-2 y < 2 


' V4 - ^ 2 



Figura 7.14 


e T assmx 


2 V4-JT 1 2 V4^7 

} | /(* T y)dy</*= J | /{^y) f i^ 

Excmplo 7: Cakular Jj Jty *M, onde <S o triangulo CMS da Figura 7.15. 
R 

Solu^ao: Para desenvolver esse exemplo, 4 oeeessSriQ conhecer as equa^oes das retas que delimitam o triangulo 
Temos: 

a) A reta que passu por O = (0, 0) e A = ( 2 T I) 6 dada por y = — x . 

b) A ret a que passa por O — ( 0 3 0} e B — (l f 2) e dada por y = 2x. 

c) A reta que passa por A = (2, l)eB= (1,2) 6 dada por y = — x + 3. 

Assim, a regiao R i delimitada pory = ^jr,y = 2xey = - jc + 3. 

Observando a Figura 7.15, vemos que a regiao H nao se en quadra nos dois tipos vistos anteriormetiie, 
Vamos, eritao, particionar a regiao R em duas regioes convenienles, como mostra a Figura 7.16. 


1 2 
Figura 7.15 



Figura 7J6 


Temos que: 

A regiao R { € delimitada por x — l,y = jjrey = 2jr. 


A regiao R 2 € delimitada por x = l t y = — x e y = ~x + 3. 


C Ari rata 7 


Usando a propriedadc 7.3.1(e), temos 


^xydA = j^xydA + jj xydA. 


Resolvendo as integrals, obtemo^ 


Fbfftanto, 


\\ X yd A =\ f^** 


fl 


dx 


If 


-x^x 


15 

; 32' 


2 -j +3 


1 


-If •(<-** 3)2 "t)^ 


37 
32' 


xy dA = 


15 37 
32 + 32 
13 
8 ' 


7.6 Exercicios 

1. Calcular jj.f{#, y) dxdy, ondc: 

a) f(x+y) - xe*- v ; /? c'o retangulo 1 £ x £ 3 

0< y 1 


/ (Jf. y) = ye* y l njtangulo 0 ^ x S 3 

0 ^ j < 1 

c) /(x, y) - x cos xy; i?co retanguio 0 < x < 2 

d) /(x T y) = yln x; € o retSnguLa 2 ^ x ^ 3 


Calmlo B - Fun^cVes de varias variaveis, integrals muhiplas, integrals curvilinear e de superfTcie 


f(x,y) 


x + y 


R6o quadrado ls^(£2 
1 £ y ^ 2. 


m) 


2« Esbo^ar a rcgiao de integracao e calcular as integrals 
iteradas seguintes: 


(2x + 4y) dydx 


2 y 

b) | J l>y 2 + x) dxdy 

0 ->■ 
t j 

c) | | xdyd-r 

1 In j 
r In j 

I 0 

■a sen x 

e) | j yrfjwfa 

f) x dxdy 
a o 

1 

g) j dyrf* 

h) | | Txydydx 

0 jr 

i) I y lux dydx 

1 o 

1 F 

j) | | Vx + y d.*rfy 

0 v 

1 i 

k) f J scc 3 Jcrfy^K 

0 fl 

1 i 

I) | | \x + yl Aufy 


(x 2 - 2y 2 ) dydx 


-l -l 

Z JT+l 

-I 0 

3- Inverter a unlem de iaiegracao 

4 >/2 

a) | | f(x,y)dxdy 

0 o 

1 v 

b) | j/(x,y)tfy^ 
"r, ; 

2 

c) I J/(*,y}dydx 
i 0 

d) j I f fay) dydx 

-l 0 
jt/4 sen x 

e) | { /(*•>) dydx 

IT 

f) | |/{jf,y)djfrfjr 
1 1 II 

g) ( j f(x,y)dydx. 

0 2* 

4* Calcular JJ + 4) tfxefy, onde Rio retangd 

R 

0 ^ j: ^ 2, 0 ^ y ^ 6, Interpretar geometri 

5. Calcular jj (8 - x - y) dxdy, onde R £ a 

R 

tlclimitada por y = x 2 e y = 4* 

6. ('LllcilliLC dxdy* unde R t$ ; 

gijfo dclimiiada por y — 0, x = — c y = Vx. 
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II 


7. Calcular sen x sen y dxdy, onde /? e- o relangulo 


2^2 


r JJ^~~~" ^Jfff^i on ^ e ^ ^ ° ^etangulo 


1 £ x S 2.-1 ss y& 1. 

9. Calcular JJ (jc 2 + y 2 ) dxd}*, onde Ada regia"o 
delimitada por y = V5, jt = 4 e y = 0. 

10. Calcular IT t il > iix OIK j g R€o retangulo 3 £ x £ 4, 
JJ (* + r) 

R 

l^y £2, 

IT. Calcular JJ(2j + y) dxdy* onde ft £ a regiao 
ft 

delimitada por a = y 2 - 1; x — 5; y = - 1 e y = 2. 
ffx 2 

12. Capillar — dxdy, onde J? da regiao delimitada 
por y = j :; y = - e jc = 2. 


13. CakuJar 


JJ(* + *> 


dxdy, onde /? £ a regiao deli- 


mitada per y - x 2 + 1; y = - 1 - xh x = - 1 e 
* = L 

14. Calcular Jje - ^ dxdy, sendo R a regiSo delimilada 
if 

por x = Ay, y = 0 e x = 4. 


1 5. Calcular JJ (jc + 1 ) dxdy, sendo /c a regiao deli- 

R 

mitada por \x\ + |y| = 1. 

1G. Calcular Jj2y dxdy, sendo R a regiao delimitada 
a 

por y = jc 2 e y = 3x - 2. 


1 7, Calcular JJ x dxdy, sendo R a regiao delimitada por 
it 

3 5 
y = x, > = 4x e y = - x -f 


1 8. Calcular JJy dxf/y, sendo R a regiao delimitada por 

R 

x = 0,x = y 2 + 1, y = 2 e y = -2, 

19. Sejam pf.v) e qfy) fimcfio cumin Lias. 3c iS u ret an - 
gulo fa, fc] X [c,d\, verificar que 


o a 

\\pM q(y) dxdy = J p(x) dx • jq(y) dy, 

ft a C 

20. Calcular JJ (x + y) dxdy, onde R 6 a regiao 
descrita na Figura 7,17. 



21 , Calcular JJ (1 + jc + y) dxdy, onde R 6 delimita- 

R 

dapelo (nangulo (1,1), (1, 2) e (2, - 1). 

22. Calcular JJjc dxdy, onde R 6 a regiao descrita na 

a 

Figura 7.18. 



Figura 7^8 


Calculo B - Fun^es de varias variavcis, inlL-yraii multiplas, integrals curvilineas e de superficic 


23. Calcular 


JJ , dxdy ^ ^ ^ regiao descri- 24. Calcular jje^ dyrfjc, ondc /? £ a regiao descrita 


ta na Figura 7.19. 


Figura 7.20. 




Figura 7.1$ 


Figura 7.20 


7-7 lVludan^a de Variaveis em Integrals Duplas 

Na mlcgracao de func,6e& de Lima varidvel, a formula de mudanca de varMvel cm substitute, ao 4 usada para 
for mar uma integral dada em outra mats simples. Temos 

b d 

jf(x)dx= jf(g0))f(t)dt 9 

onde a = g(c) e b = g(d)> 

Quando utilizamos essa formula para calcular uma integral definida r a mudauca de variivel vem aeompanhada per 
Lima corres pendente mudarica rtos limites de inteiracSo. 

Para as integrals duplas, podemos ulilizar um procedimento analogo. Por meio de uma mudanca de variaveis 


uma integral dupla sobre uma regiao R do piano xy pode scr transformada em uma integral dupla sobre uma regiao JTj 
do piano uv. 

Geometricamente, podemos dizer que as equac, des ( 1 ) definem uma apticagao ou transformofao que faz 
ponder poDtos {u, v) do piano uv a pontos (x, y) do piano xy. For meio dessa aplicacSo, a regiao J? do piano uv 6 
cada sobre a regiao R do piano xy (ver Figura 7:21). 



Figura 7.21 
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Se a transformacao leva pontos distintos de /?' a pontes distintos tie dizemos que eJa e" uma aplicacao urn porum. 
Ncssc caso t a corTespondencia erttre as regides R e R* 4 bijetora, e podemos retomar de R para R f pel a transformacao 
inversa 


(I) e (2) sao contmuas, com deriva 


(2) 

Considerando que as funcoes em (J) e (2) sao contmuas, com derivadas parciais contmuas em R r e #> respecliva- 
mente, temos 


d(*« y) 


H "> v) 


dudv 


(3) 


Mx, v) 

Oflde — 6 o determinante jacobiano de jt e y em reJacao a « e v, dado par 


Observamos que: 

a) Uma discussao das eondie.oes gcrais sob as quais a formula (3) £ valida e" bastanic complex a T sertdo propria de 
urn curso de Calcuio Avancado ou AmUise Matematica. Por isso, nao sertf apresentada neste texto. 
Se valcm as condi^oes: 

* f4 contmua; 

• as regions R e R* sao formadas por um ntimero finito de sub-regides do Tipo 1 ou II; e 

*(*»y) 


b) 


o jacobiano 


■f- 0 em fl r ou se anula em um ntimero finito de pontos de R\ 


temos a garantia da validade de (3). 

O jacobiano que apaiece em (3) pode ser interpretado como uma medida de quanta a transformacao (1) mo- 
difica a area dc nma regiao. Esse fato sera ilustrado ua subsecao seguinte, para o caso particular das coarde- 
nadas polares. 

7.7.1 Coordenadas polares 

As equacoes 


(4) 


que nos dslo as coordenadas cartesianas de um dado ponto em termos de suas coordenadas polares, podem ser vistas 
como uma transformacao que leva pontes (r, 0) do piano >0a pontos (x> y) do piano xy. 
O determinante jacobiano, nesse caso, e" dado por 


djx, y) _ Icos B 
d{r,&) ~ serifi 


-r sen 6 
r cos 9 


? :i r'nrriHjlE) (3) pntlc ser cx press ll por 
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Observamos que, para fazer com que a transfomia^ao (4) seja urn por um, eonsideram-se, em geral, apcnas regions 
do piano r& para a* quak r e t) salisraKCm; 

r^O e 0 ^& <2tt ou r>0 e -n < 0 ^ ir. 

No en tame para o caleuto das integrals, podemos eonsidcrar, sem problema, 

raO e O^0< 2tt ou r^O e - it ^ 0 < n\ 

A sc^uir, diarnuw uinzi inlerpreia^ao geometrica que perm lie visuali/ar a cxpressao (5) para o east) de uma func-ao 
condhua f(x, y) T 

Vamos considerar duas regioes R e R' dos pianos xy e r8. respectivamente, que se relacionam pelas equac/n. 
Dividindo a regiao R* cm pcqucnos retangulos por meio de retas r - constante e0 - constante, a regiao R Fica divi- 
dida em pequenas regioes, como mantra a Figura 7.22. que usuiiUncntc sao L-himiadas rccan^ulos polares. 



Figura 7,22 


O retangulo de area A A' = Ar A&, evidenciado na regiao R\ cstd em eorrespondencia com o 'retangulo polar' de 
area A A, demareado na regiao R. Da geomelria e!ementar h temos que A A 6 dado por: 


AA = i {r + ArfAe - ~ r 2 A9 

= ±[(r + Ar) 2 - r^AB 

r + (r + Ar) i 


2 

■ F Ar AS 
-■ f AA\ 


At- At/ 


onde r e J o raio tnddio entne re r + Ar, 

Essa expressao permite visual izar o papel do jacobiano t que no caso e r, como um fator de ampliaclo (ou reducao* 
local para areas, 

Numeramos, agora, os 'rctangulos polares* no interior de R de J a n e tomamos um ponto arbilrario {x k , y k ) no k- 
esimo retangulo. Esse ponto pode ser escrito como 


{r k cos 6 h r^sen & k ) 


C 
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ondc B k ) c ura ponto Jo retangulo correspondent*; em /?'. 
Intuitivamente, podemos perceber que a soma 

S= 

, i 

podc scr iiucrprclada como uma soma de Ricmann de f(x> y) sobre R. 
Por outro lado t usando (6) e (7), vemos que, para Ar pequeno, 

n 

$ = 2/(rjt cos Q k , r k sen B k ) r k Lr k A6 ky 
que € uma soma de Riemann da funcao 

h(r T e) = f{r cos $,r senfl}/, 

sobre a regiao R'. 

Fazendo o limite quando n-n»ea diagonal maxima dos retangulos tende a zero, obtemos o resultado expresso 
em (5). 

A seguir, apresentamos di versos exemplos que il us tram o uso de coordenadas polar es e outran trmsformacoes no 
dUcuio das integrals duplas. 

7.7.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Calcular / = JJ Vjc 2 + y 2 dxdy* sendo R o errculo de centro na origem e raio 2. 

R 

Solucao: Para revolver a integral /, vamos utilizer as coordenadas polares. Para isso, devemos identificar a regiao R\ no 
piano rB, que esta em coroespondfncia com a regilo R . no piano xy, 

Na Figura 7,23a, visual! zamos a regiao R. O contorno de R 6 a circunferencia 

x 2 + y 2 = 4 

que, em coordenadas polares. lem equacao r = 2. 



Figura 7.23 

Para identificar a regiao R\ podemos de senna ) a em urn piano rB ou, simplesmente, descreve-Ia analiticamente, a 
partir da visual izacao da regiao R no piano xy. 

Qbservando a Figura 7.23b T vemos uue a regiao R' 6 dada por 

{0 ^ B s 2ir 

que, nessc caso, £ urn retingulo no piano r#(ver Figura 7.24). 
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2n 


Figura 7.24 


Utilizando (5), vem 


fir 
2w r 2 

-J J* 

o L o 

-If 


d0 


0 

3 ' 


Excmplo 2: CaLcular / = 1 1 ' ■ d.xJy, onde /i e* li regifto do piano .vv ddimiiada por 

x 2 + = 4 e x 2 + y 1 = 9. 


Na Fsguta 7,25, visual izamos a regiao de integral® R 



Figura 7.25 

Em coordenadas polares, as equacfes das circunfeiiendas que deliitiitam R sao dadas por r = 2 e r = 3, respecti- 
vamente. 

Temas, entao, 


]2 r £ 


3 
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Portanto, 


2w 3 

e r V drdO 


2w 3 

■II 


0 ,z 

^ lo 

= «fc - «i 

6 intcrcssantc obscrvar que a ulilizacao das coordenadas polares viabilizou o cdlculo da integral dada pois, como 
bi comentado no Exemplo 4 da Secao 7.5. a funcao /(/) = e r nao possui primitiva entre as funcftes elementares do 
Cilculo. 

Exemplo 3: Usando coordenadas polares, escrever, na forma dc uma integral iterada, a integral 

/= p(x t y)dxdy 

R 

code R 6 a regiao delimitada por x 1 + y 2 - ay = 0, a > 0. 

SoJucao: Nesse easo, a regiao R e o cfrculo de centra em ^0, e raio 
Em coordenadas polares, a circunferencia que delimita R tern equacao 

r = a sen 0. 

Obscrvando a Tabcla 7.1 e a Figura 7.26, vemos que 

> < $ < 77 


s r ^ a sen t 


Tabcla 7.1 


e 

r = a sen 0 

0 

0 

77 


4" 

2 

77 


2 


3tt 


4 

2 

77 

0 


y 



X 


Figura 7.26 


B - Fnn^oes de v^rias variaveis. integrate miiltiplas, integrate curvilincas c dc supcrficie 


Portanlo, 


tt a sen B 

/ = |" | f(r cos 0, r sen f?) r f/r df?, 
o o 


Ext'inplo 4: Calcular/ — jj" ;y djrrf^ sendo i? a regiao delimjtada por 

+ / - ax = 0, a > 0 
Solu^o: Nesse exemplo, a regiao Rio cfrculo de centro em ^ 5 0^ 


e raio — . 

Em coordenadas polares. a eqnagSo da circunferencia que deli mi la R 6 dada por 

r — a cos 0, 

A Tabela 7.2 mostra alguns pontcxs da circunferencia, pennitindo visual izar a variacao do iuigulo 0. A regiao R e 
moslrada fill Figura 7.27, 

Tabela 7.2 


6 

r = a cos 5 


if 

0 

~2 

W 



2 

0 

a 

77 


4 

2 

77 

0 

y 




Fkjura 7.27 


Observando a Tabela 7.2 e a Figura 7.27, vcmos que a regiao de integrae.ao R, em coordenadas polares. podte I 
desmta por 


2 2 
0 ^ r ^ a cos i 


Port [into. 


-J 


-w 0 


r sen 9 * r drdB 


2 a cos 8 

| | r 2 sen 0<J>d0 
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I (Mi: 


t tii 


if 


costs sen$d& 


3 4 


Exemplo 5: CaJcular / = |jv^ 2 + y 2 dxdy y send© A a regiao limitada pdas curvas * 2 + y 2 = 2*, * 2 + = 4x, 


V3 


> = x e y ~ —x. 


Solucao: A regiSo de integraqao R pode ser visualizada na Figura 7.28. 



Figure 7.28 

Pas^ando para coordenadas pylares as equals das curvas que delimkam ft tcmos 


jc 2 + y 2 = 2jt t = 2 cos I 
x 2 + y 2 = Ax -* r = 4 cos I 

77 


Portanto, a regiao dc integracao /?, em coordenadas polares, pode ser descrita par 


tf' 6 4 


2 cos . 0 ^ r S 4 cos 0 
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Tcmos, entan, 


r 2 cos 9 + r 2 sen 2 - r drdB 


r 2 drdO 


j-3 1 4cw(J 


1 1 

= — I COS 3 

3 I 

" 3 [3 

= | j^ioVS - ii 


^ cos" flsen d + ^ sen 0 


Exemplo 6: Calcular / - If (je - y) dxdy, sendo /? o paraielograrno limiiado pelas retas x - y = 0, x — y = L 

jj y = 2x e y = 2x - 4. 

Soluble; A Figura 7.29 mostra a regiao de imegra^ao R, Observando essa figure, vcmos que, para calcular a Lor 
dada dirctamente usando as variaveis jt e y, necessitanios dividir R em tres sub-regioes e usar a proposicau 7.3.1(e). 
Rssc irabalbo ptnk scr cvitado pur mciodc uma mudanui dc variaveis atkx|uad;j. hj/.cntlo 

LL» ■=* ~ £ v = 2x Zl'': (8) 

a regiao R, que e J um paralelogrartio inclinado cm nelacao a amtxis os eixiw * c v, iransforma-sc em urn paraldogramo /f 
com dois lados paralelos ao eixo v. O paraielograrno R\ que pode ser visualizado na Figura 730 t d delimitado pelas fen 

u — 0, tt = l t i = — 2« e v = — 2« + 8. 



Figura 7.29 


Figura 7.30 
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Temos 


fO 


Precisamos lambs m do jacobiano de jr, y em rela^ao a u e v. Das equajcdes (8), vein que 

v 


e , = --«. 


Assim s 


y) 


I 


; 


Utilizando a formula (3> t obvcmos 


1= ||(*-y) dxdy 

I -Zu+8 

-II J- 

0 -2a 
I 

1 f |-2*+* 


dudv 


t dvdu 


du 


i 


+ 8 + 2h) tfw 


Exemplo 7: Calcular / = || [(j - 2) 1 + (y - 2)^ dxdy, onde ^ a regi3o delimitada pela circunferencia 
it 

i - 2) 2 + (y - 2) 1 = 4. 

Solucao: Nesse exemplo* vamos ilustrar a utilizac5o de duas transformaqoes sucessivas para o ealculo da integral. 
IniciaJmente, vamos transfomiar a regiao dada em urn cfrculo com ceniro na origcm, Fasremos 

.v - 2 = u+ y — 2 — v. 

Temos, entao, 

x = u + 2 t y = v + 2. 
A regiao /f r do piano «v em correspondencia com a regiao R e J delimitada pela circunferSncia 

u 2 + v 2 = 4. 
As regtdes Re R' estao itustradas na Figura 7.31. 
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x - 2 = u 

y - 2 = ^ 



Figura 7.31 


O jacobiano de jr> em relacao auev^ 


Portanto, usando (3), vcm 


1 0 

0 1 


- jj (« 2 

Podenios agora resolver a integral / com o auxflio das coordenadas polares. Procedendo de forma analoga 
Exemplo 1 da Subset 7,7,2, temos 

2v 2 

I = I J (f 3 cos 2 6 \ r 1 sen 2 0) - r drdB 
a o 


■ Sir, 


7.8 Exerricios 

1 . Calcdar JJ (x 2 + y 2 ) 2 dxdy y onde flea regiao da 2, Calcular jjsen<x 2 + y 2 ) onde R € a neg» 

/? « 
Figura 732. da Figura 7.33. 




Figura 7.32 


Figura 7,33 
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JJ 1 + x 2 + / 

R 

Ftgura 7. 34. 


onde R € a regiao da 


4 Calcular 



'i (l + x 2 + y 2 y 
Figura 735, 


■j, onde R i a regiao da 


Figura 7.35 

5, u.tando coordenadas polares. calcular 

a) | | (x 2 + y 2 ) dxdy 

0 D 

b) J | ydydx 

c) | | ydydx 
-i o 

d) J J ydufj 

o o 

e) | VI - x 2 - y 2 dydx 


V2 \'4 - y 

0 J J Jt^r 

2 y 

g) | | xdxdy 

0 0 

h) J J Vx 2 + y 2 dydx 
o o 

i) J J xdydx. 

0 0 

6. Calcular JJ Vx 2 + y 2 dxdy, sendo J? a regilo deli- 

It 

mitada por jc 2 + y 2 = 1 e x 2 + y 2 = 9. 

7. Calcular ||e 2tjI+ ^ *fj«ty, sendo R o clrculo 
x 2 + y 2 < 4. 

8. Calcular JJ x dxdy, sendo /? a regiao deli mitada por 

it 

x 2 + y 2 - 4x = 0. 

9. Calcular JJ (x 2 + > 2 } dxrfv, sendo R a regiao intcr- 

k 

na a circunferencia x 2 + y 2 = 4y e externa a circun- 
fcr^ncia x 1 + y 2 = 2y. 

1 0, Calcular JJ y dxdy, sendo R a regjao delimitada por 
y = x, y - 2x e y = V4 - x 1 . 

11. Calcular JJjrydxdy, onde e" delimitada por 

x 2 y 2 * 
— + = 1. 
4 9 

12. Calcular || V(x l) 2 + {y - 2) 2 rfxdv, onde /f 
^ a regiao delimitada por (x - 1 )- 4- {y - 2) 2 = 1. 

1 3, Calcular | j dxdy. sendo R a regiao delimitada pela 

R 

elipse 4(jc - 3) 2 + (y - 2) 2 = 4. Interpretar geo- 
metricamente. 
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14. Calcular jj (B — x — y) dxdy, sendo R delimitada 

R 

por x 2 + y 2 = 1 . Interpretar geometricamente, 
1 B. Calcular Jj cos (x* + 9y 2 ) dxdy f scndo R dadapor 


16, Calcular jj In (jr 2 + y 2 ) dxdy r sendo R o anel 

R 

delimitado por x 2 + y 2 = 16 e x 2 + y 3 = 25. 

1 7. Calcular jj y dxdy, sendo /? o circulo^ + y 2 — 4y ^ 0* 


liar jj (* 2 
ft 

a) Circulo ccatrado na Oiigem de raio a. 

b) Gfrculo ceatrado em (a, 0) dc raio a. 

c) Circulo eeatrado em (0, a) dc raio a. 


1 9. Calcular jj jc dydx r onde ifea regjlo do prir 
/? 

quadrants delimitada por x 2 + y 2 = 4, jc 2 + y 2 ■ 
y = x e v = 0. 


I 


20. Calcular (36 - 4je 2 - 9y 2 ) dxdy, onde J?«d 


2 2 

jt y 

regiao delimitada pela el ipse — + ~— — 1. 


4 I VM4-9y* 

{144 - 16** - 9/) dx 


22. Calcular 


r i 

0 c 

II (* + >0 


dxdy, sendo /? a regiao 


tada por x + y = 4, jc + y = 0, y — X = f|H 

y - j = -1, 


23. Calcular jj ( * + y) d*dy, onde /? £ a regiSo 4i 

R 

primeiro quadrante delimitada por xy = 1, jcv = 8 

y = xty — 4 + 


7.9 Aplicagoes 

Ncsta sec,ao T vamos discutir algumas ypli canoes geometrical e ftsicas das integrals duplas. 

7,9.1 Calculo de volume 

Na Secao 7.2, discutimos a mtcrprvtu^acj ^ci>itu:tru:Li da integral dupla. Vtriu^ que. puiu f'[.x. y) ^ 0, a Integra 



nos da o volume do sdlido delimitado superior me nte pelo grifico de z = f(x, y) t inferiormente pela regiao R e 1 
mente pelo eilindro vertical cnja base £ o contomo de R. 

Os exenipios que seguem il us tram o calculo de volume para di versa* situacoes, 

7.9.2 Exemplos 

Excmplo t '. Calcular o volume do solido acima do piano xy delimitado por z - 4 — 2x 2 — 2y 7 . 

SoEucJio: A Figura 736 mostra um esboe^o do solido. 

Usando ( 1 ), podemos calcular o volume do solido dado, onde 

y) = 4 - 2x 2 - 2y 2 
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4 


v2 



Figure 7.35 


e R € a regiao do piano xy delimiiada por x 2 + y 2 = 2. 
Temos 


V-J(4- 


2jc 2 - 2j? 2 ) rfjcdy. 


Considerandci a forma circular da regiao R, vamos usar coordenadas pel ares para calcular essa integral. 
Assim, 


2* 


2r 2 )rdrdB 


V7 


d0 


0 0 
0 

= J 2 dd 
o 

= 4tt unitjjjdfs dc volume. 


Exemplo 2: Oilcular o volume do solido no primciro octante delirrritado por y + z = 2 £ pelo cilindro que conlorna 
a regiao delimiuida por y - x 1 e x = y 2 , 

Solucio: O s6lido em an&lise pode ser visualizado na Figura 7.37. 



[ itjuni K37 


2 


Portarito, 


- J | (2 - y) < 
o 

i 

= {2 - y)x\ dy 
i 

- | (2Vy - 2y 2 - yVy + f) dy 


Figura 7.38 


) dxdy 


nnithitk-s de volume. 


Exemplo 3: Calcular o volume do s6Ndo abaisto do piano xy delimitado por z = x 2 + y 2 — 9, 
Solucao: A Figura 739 mostra o solido e a regiao R de iuiegra^aa 


r 


Figura 7.39 

Observamos* nesse exemplo, que z = x 2 + y 2 - 9 ^ 0 para x 2 + y 2 ^ 9. Portanto, para encontrar o volui 
vamos eonsiderar o m5dulo da integral dada em (1). 
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Tamos 


V = 


(x 2 + f - 9) dxdy 


Como R € uma regiao circular, vamos usar coordenadas po lares. Assim 

2m 3 

V = 


0 0 

U-j) 


rdrdd 


si 


40 


ir mudades de volume. 


Exemplo 4: Calcular o volume do solido delimitado por z = 2x 2 + y 1 e z = 4 - Ix 1 - vl 
Solu^ao: A Figura 7,40 mostra o solido. 



Figure 7.40 

Paia calcular o volume desse sdlido, devemos obscrvar que; 

a) lnferiormentG, o s6lido esta delimitado por z = 2* 2 + e n§o pela regiao /? de integracao, como nos exem 
plos anreriores, 

b) A regiao de imtcgracao 6 erteontrada pda projeelo da interseceao das duas superficies que delimiiam o soli- 
do. Isto e\ 


\z = 2x 2 + f 
U = 4- 2x 2 - y 2 


2x 2 + y 2 m 4 - 2x 2 - y 2 


Portanio, a regiao R 6 contomada pela elipse x 2 + ^ = 1, que pode ser visualizada na Figura 7,41, 


Cakulo B - Funics tte varias varigvcis, inlcgrais multiply integrals curvilinear e de superficie 



f 

IF 

h 






Figura 7.41 

Diante das observagoes, podemos concluir que o volume- do sdlido dado pode ser dctcrminado pela diferenca de 
duas integrals sobre a regiio R encontrada: 

V - || (4 - 2x 2 - y 2 ) dxdy - || {2x 2 + y 2 ) dxdy on V ■ || (4 - Ax 2 - 2y 2 ) dxdy, 

k R ft 

Para resolveressa integral, vamos fazcr uma dupla Iransfomiacao de vari^veis. 

[nicialmcntc, vamos fazerx = uc y = "s/lv. Nesse caso, a regiao R> que e delimitada por uma elipse T transfomi*- 
se em uma regiao circular de raio I, denofada por R'. 

O determinant jacobiano de x e y ern rekLcfKj a it c v e dadu por 


B(x,y) II 0 
B(u t v) 0 \fl 


= V2. 


Aplicando (3) da Se^ao 7.7* temos 


V = || (4 - 4k 2 - 4V 2 ) V5 dudv, 


oitde R f $ o cfrculo de raio 1. 

Vamos agora utilizar as coordenadas polares. Temos 

2ir 1 


V = V^| | (4 


2* 


4r*) r drdB 


Vi^dB 

o 

Lai nk ides de volume. 


Observamos que, em situagoes semelhantes a esse exemplo, em que o sdlido 6 delimitado por duas superfic 
Z\ = f(x > y)^Zi~ g(x, y) com Z\ s Zi, o volume d dado por 


onde R € a projeclo do so lido sobre o piano Jty. 
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Exemplo 5: Calcular o volume do sflido no primeiro octante, delimitado pelos ciliridros x 2 + y 2 = 16 e jc* + Z 2 = 16. 
Soiugao: A Figura 7,42 mostra um esbo^o do stflido. 



Figura 7.42 

Nesse exemplo, a base do stflido est:* no piano xy, definindo a regiao R dc iiHegra^uo* que 6 delimkada por 


0< y < VIST 



Figura 7,43 


O s6lido est£ delimit ado superiormente pelo cilindro x 2 + z 2 = 16. Assim, usando (l) a temos 

V 


0 0 

4 

J Vl6 


y 


| (16 - j 2 ) <b 

o 

128 


un id adcs de volume. 
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Exemplo 6: Calcular o volume do tclraedro dado na Figura 7.44. 



Figura 7.44 


Solucjio: O s61ido dado esta delimitado pclos pianos coordcnados c polo piano que corta os eixos coordcnados 
tos (2, 0, 0), (0, 1, 0) c (0, 0, 3), isto d, pelo piano jj + y + | - 1. 
Para calcular o volume, usamos ( 1 ). Temos 


V- J(3-f,-3y)« 


[3--x-3y)dxdy. 

onde R 6 a regiao delimitada pelo triangulo cujos vertices sao (0, 0), (2, 0) c (0. 1) (ver Figura 7.45). 

t y 


y » 1 - x 
2 


Figura 7.45 


Temos, entao. 


2 i-i 


V = | | ^3 - | x - 3^ dydx = j - |jc + |j </* = 1 unidade de volume. 


7.9.3 Calculo de areas de regioes planas 

Se na expressao (1) fazemos f(x,y) = 1, obtemos 


que nos da a area da regiao de integracao A' 
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Se temos uma regiao # do Tipo I, como mostta a Figura 7,46, podemos escrever 



Figura 7*46 


/4 - Jjdyt = | j dydx 

ft a f t {x) 

b 

= \(fi(*) -ft(*)) te- 


rn 


Lembrartdo das aplicacocs da integral definida no l a curso de Calculo, podemos observer que esse resultado 
coincide com o cftJculo de drea erttre duas cams* usando a integral definida (ver Subsecao 6. 11. 5 do livro Cdkufo A, 
& 1 edigdo). 

7.9.4 Exemplos 

Exemplo 1 r Calcular a area da rcgiao R detimiLada por x = + 1 e x + y = 3. 
Solucao: A regiSo R pode ser visual izada na Figura 7.47, 



Figura 7,47 


Calculo B - FuncSes de varias variaveis, integrate nnuMiplas, integrate cuTvilincas e de superfide 


Aplicando (2). podemos escrever 


= | [ dxdy 


-2 


9 


■ unidades. de area. 


Exemplo 2: Calcular a area da regiao delimitada por y = x 3 ;y = - x e y = | x + 

Snlucao: A Figura 7,48 moslra a regiao cm unalisc, 

Observando a regiao R\ verificamos que estamos dtante de uma regiao que deve $er particionada em duas sub 
r eg iocs, /?, e R 2 . Por exemplo, podemos escolher o eixo dos y como fronleira dessas rcgide& Temos, eutao. 


2 20 

4^ *^0 


i 2 20 

0 ^ jc == 2 



Assim, aplicando (7), remos 


Fiyura 7.48 


A = QdA - ||^ + jjdA 

0 Z/3J + 20/3 2 2/3* +20/3 

= 72 umdades de area. 


Exemplo 3 : Mostrar, usando integral dupla, que a area delimitada por uma el ipse coin serni-eixos a e b 6 abir unidade* 
de area. 
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Solu^ao: Vamos alocar a elipse dada em um si sterna de eixos conveniente > como mostra a Figura 7.49. 
Assim, a curva pode ser escrita pela equa^ao 


« a area da regiao R e" dada por 


a 2 b 2 1 


'iV 


y 


b 



Figura 7.49 

Nesse exemplo, vamos usarviua dupfa transform n^ao para fadlilar l> cakulo da integral dupla. 
Na primeira transforma^ao, a regiao R. delimitada peladipse, transforma-se em uma regiao circular de raio I, deno 
oda por R\ 

Na segunda transformacao, a regiao /?' e' descrita em coordenadas polares. 
Geometricamente* essas transforma;5es podem ser visual izadas na Figura 7 r 50. 



x - a it 
y = t)v 


J =1 


U 

v 2 + v*=1 


2* 

6 





1 r 


Figura 7.50 


("J jurohiimd de v e y i:m nda^-ao a h e l - c dado por 


Dessa forma, 


o 0 
0 6 


■ ab. 


A = ^dxdy 
— ^ ab dudv 
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= A&Jj rdrdB 

tr 

2* l 

= ah | jrdrdO 

0 D 

= abir unidades de area. 

7.9.5 Aplicagoes fisicas 

Lfsando a integral definida, discutimos como calcular a massa, o centro de massa e o momento de inercia de 
barra horizontal nao homog£nea com dcnsidade linear p = p(x). 

Agora, usando as integrals duplas, de modo bastante similar, podemos encontrar a massa, o centro de massa c 
momento de inercia de itma lamina plana nao homogenea, com a forma de uma regiao R e com densidade de area 
urn ponto (x, v) de R dada pel a funeao continua p — p ( x, >')- 

Para encontrar a massa total da lamina, vamos fazer uma panic, ao na regiao R como na Sccao 7.1. Scja urn 
Liuln geiurrk-o tlcs^i pariicao com iircu ±A k . Um valor nprwinuulo da msissu dessc reiangulo pode slt cxprcsso per 

onde y*) e* um ponto qualquer do retangulo R kr 

Um valor aproximado da massa total da lamina pode ser espresso pela soma de Riemann da funeao p - p(x.y 
sob re R: 



A mara? tota/ ffa lamina 6 definida pelo limitc da soma (4.) quimdu ;/ -* « c a diagonal maxima dos R K . tendc a 

zero; 

n 

M - Iim2p(^yt)i^fr 
i 

ou 



'5 


O momento de massa do k-e'simo retlngulo em relacSo ao eixo x £ dado por y k p(x k , y k ) AA k . 
Assirn, o momento de massa em relacda ao e'txo x € dado por 

M £ = lim^fK^y*)^* 

on 



(6 


Analogamenlc, oble'm-se o momento de massa em reheat) no eixo y. 
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O centro de massa, denotado por (x, y) 4 defmido por 



Outro coned to muito usado nas aplicatffcs ffeicas 6 o de momenta de inercia, que pode ser interpretado como mna 
mcdida da eapacidade do corpo dc rcsistir a acelera^ao angular em torno Uc um eixo L 

Temos; 

Momento de inertia em relacao ao eixo x 



£93 


Momenta de inertia em mla$£b ao ^jro y 




Observamos que; 

a) Os valores y 2 , x 2 e x 2 + y 2 que aparecem nas integrals (9), (10) e (11) sao \Ji stand as ao quadrado' , como 
most/a a Figura 7 51. 



Figura 7.51 

Podemos observar o retangulo genenco R k e o ponto (x k , y k ) G R k . Temos 

x\ = quadrado da distancia de P k ao eisto 

y\ = quadrado da distancia de P A ao eixo jr. 

*l + yl - quadrado da distaneia de F k a origem. 

b) Um exemplo de aplicacao do momento de inercia 4 na teoria de deflejLao de vigas sob a acao de carga trans- 
versa. O fator de rigidez 6 calculado pelo prodmo El, onde E 6 o mddulo de Young e /, o mometito de iner- 
cia. Quanto maior o momento de ineYcia, mais rfgida seri a viga e menor a deflexao. 
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7,9.6 Exemplos 

Exernplo 1 : Deierminar o ceniro de massa de uma chapa homog£nea formada por um quadrado de lado 2a, encima- 
do por um triiingdu isosceles que tern por base o lado 2a do quadrado e por altura a, 

So In can: Vamos desenhar a chapa alocada em um si sterna de coordenadas, como mosira a Figura 7.52 r 



Fig ura 7.52 

Como a chapa e homogenea e esta alocada simetricamente em relacao ao eixo dos y\ vamos trabalhar somen le c 
a meiade da regiao descrita. 

A Figura 7.53 mostra essa regiao, que c denolada por R c descrita por 


Vamos inicialmente calcular a massa total da chapa, usando a formula dada em (5) e considerando a deusidade 
near p(x y y) = k, pois a chapa e homogenea. 


3a, 

2a A 


y = 3-3 — x 


'lemos 


Figura 7.53 
M = 2k\ f dydx 
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a 

= 2k j (3iJ 


x) dx 


- 5a k unidades de massa. 

Para achar o centra de massa, necessitamos encoiHrar os morneiHos de massa em relacao aos eixos eoordenados. 
Pela simctria em iekglo ao dxo dos # podemos afirmar que M y = 0. 
CakuJandu M x usando a formula (6), temos 


-o 0 


0 0 


■- 2k V 


Portaiilo t 


^ M 5a 2 * ~ 15 ' 


Exemplo 2 : Calcularo momento de inercia era relacao aoeixo dos y da chapa desenhada na Figura 7,54, sabendo que 
a densidade dc massa £ igual a xy kg/m 2 . 



Figura 7.54 


Catculo B - Panics dc varfas variaveis, integrals multrpfas, integrals curvilineas e de superficfe 
Solucao: Vamos usar a formula (10). Temos 

/,= Jx 2 p<x,y)<M. 

H 

Nesse exemplo, temos p(x,y) = xyeR descriia por 

! I***? 4 

Assim, 

I y = | j x 2 xy dydx 


= 32 kg.m 2 . 


7-10 Exercicios 

Nos exercicios 1 a 12, calcular o volume dos sdlidos deli- 
mitados pelas superficies dadas, 

1 . y = * 2 T _v - 4 T 2 = 0 e z = 4. 

2. 2 = Ax 2 , z = 0, x = 0, x = 2, y = 0 e y = 4. 

3. 2 = 1 - x 2 , z = 0, x + 3? = 4 e y = 0. 

4. x 1 + y 2 = l t z = 0 e z - x 2 + y 2 . 

5. x 2 + y 2 = 4 t y + z = 8 e z = 0. 

6. z = x 2 + 1, 2 = 0, y = 0, x = 0, x = 4 e y = 5. 

7. z = 9 - x 2 - y 2 e z = x 2 + y 2 . 

8. z = 16 - 2x 2 - y 2 e z = x 2 + 2y l . 

9. x l + f = 4 e z 2 + x 1 = 4. 

10. z = 0, x 2 + jk 7 = 16 e z = 10 + x. 

11. -J- / - 4x - 6y + 4 = 0, z = 0, z = 5>-. 


12, z = i6-x 2 -3y\z = 4. 

1 3, Calcular o volume da parte da esfera x 2 + y 2 + z 2 = 9. 
que esti entre os pianos z = 0 e z = 2. 

14, Calcular o volume do sdltdo com uma base triangulir 
no piano xy de vertices 0(0, 0), A(l, 1) e 3(0. 2 - 
limitado supcriormente por z = 2x e lateralmeiae 
pelo contorno da base dada. 

1 5* Calcular o volume do s6lido no I s octante, deliimM 
do por z = 1 - 2x — 3> e os pianos coordenados. 

Nos cxcrcfcios 16 a 19, a integral itcrada rcprcscnla o vo^ 
lume de urn swSlido. Descrever o sol id o. 


l Vw 5 



V I x* y-\/y</x. 


2 

0 0 
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18. 


19. 


dxdy. 


o o 

4 2 


J V4 - x 2 dxdy. 


20. 


Determinar a area da regiao R delimitada pelas curvas 
y-x i ,x + y = 2ey = 0. 

21 . Calcular a area da elipse x 2 + 4y 2 - 4x = 0. 

22. Calcular a area da regiao do l u quadrante delimitada 
pelas curvas y 2 - Sax, x + y = 6a, y = 0, sendo a 
uma constante positiva. 

23. Calcular a area da regiao delimitada pela curva 

I I 
.t 3 + y3= 1. 

24. Calcular a area da regiao delimitada por 

y - V4 - x 2 , y = x e y = 2x. 


25. Calcular a area da regiao delimitada por 

y = 2 - (jt - 2) 2 e y = x 2 /4. 

26. Calcular a area da regiao delimitada por y - r' \ 

y = x e jc = 0. 

27. Calcular a area da regiao R moslrada na l ; igura 7.55. 



Figura 7.55 

28. Mostrar que as regioes /?, e R 2 . representadas na 
Figura 7.56, tern a mesma area. 



Figura 7.56 


29. Uma lamina tern a forma do triangulo de vertices 
(- 1,0), (1, 1) e (1, - 1). Determinar a massa c o 
centra de massa da lamina se: 

a) sua densidade de massa 6 constante. 

b) sua densidade de massa no ponto P(x, y) e pro- 
porcional a distancia desse ponto a reta x = -2. 

30. Uma lamina tern a forma da regiao plana R delimita- 
da pelas curvas x = y 2 e x = 4. Sua densidade de 
massa 6 constante. Determinar. 

a) o momento de ine'reia da lamina em relacao ao 
eixo dos ,r; 

b) o momento de inercia da lamina em relacao ao 
eixo dosy. 


31 . Calcular a massa de uma lamina com a forma de urn 
ci'rculo de raio 3 cm. se a sua densidade de massa em 
um ponto P(x, y) 6 proporcional ao quadrado da dis- 
tancia desse ponto ao centra do ci'rculo acrescida de 
uma unidade. 

32. Calcular 0 centra de massa de uma lamina plana 
quadrada de 4 cm de lado. com densidade de massa 
constante. 

33. Uma lamina plana tern a forma da regiao delimitada 
pelas curvas y = JC 2 +ley = ;r + 3. Sua densi- 
dade de massa no ponto P(x, y) 6 proporcional a 
distancia desse ponto ao eixo dos x. Calcular: 

a) a massa da lamina; 
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b) o centro de massa c 

c) 0 momenta de inercia em relacao ao eixo dos x. 

34. Calcular a massa e o eenlro de massa da chapa da 
Rgura 7.57. considerando a densidade igual ax 



1 x 
Figura 7.57 


fas, integrals curvilmeas e de superficie 

35. Cakular a massa e o centro de massa de urna chap* 
com □ formato de urn triangulo isosceles com base 
10 cm c altura 5 cm, Considerar a densidade consLamc 

36. Calcular o momento de inercia em relacao ao eb 
do&xdeumathapaddimitadaporx + y = 4,jt = 
e y — 4. Considerar a densidade igual a uma 
tante k 

37. Calcular o momento dc mereia dc am disco circvltf 
dediametro 10cm: 

a) em relacao ao sen prtiprio centro; 

b) em relacao a seu diametro. 

Considerar a densidade igual a uma constante it. 

3Bj* Calcular o momento de ine'reia de urn quadrado 
Licit j igual a 4 cm cm rc!ac.a"o ao cixo que passa 
uma diagonal. Considerar a densidade constante. 



Neste capitulo, apresentaremos as integrals triplas. A funcao Inte- 
gra n do, nesse caso, e uma funcao de trcs variaveis w = f (x t y, z) 
de fin id a sob re uma regiao T do espaco tridimensional. 

As ideias que usaremos sio as mesmas empregadas no capitulo 
anterior, quando estudamos a integral dupla. Assim, faremos ape- 
nas uma breve explanacao e apontaremos os principals result ados, 
dando enfase especial aos exemplos e a pi reaches. 


8-1 Defini^ao 

Scja w = f {x, y, z) uma funcao definida e contfmia em uma regiao fechada e lim itada T do espaco. Subdividimos 
Tern pequenas sub-regioes tracando pianos paraldos aos pianos eoordenados (ver Figura 8.1). 


z 


J 



Figura 8 J 

Xumeramos os paralelepipedos no interior dc 7dc I atd n. Em cada urn dos pequenos paralelepfpedos T k . escolhe- 

mos um ponto arbitrdrio (x k , y k , Zjj, 
Formamos a soma 


onde &V k 6 o volume do paralelepfpedo T h 
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Fazemos isso de maneira arbitriiria, mas de tal forma que a major aresta dos paralelepipedos T t tende a zero qu 


do n - 


Se ex i stir 


ele 6 chamado integral tripla da fungao f (x y y, z) sabre a rcgiio T e o representamos por 


8.2 Proprkdades 

De forma uriiilogLS a integral dupla, temo.s 

a) $kfdV = k ijl fdV. 

T T 

r r r 

c) jj}/<^ = J/J^* i|| /(/V ' 

onde f = 7, U T 2 s como mostra a Figura 8,2. 



Figura 8.2 


8-3 Calculo da Integral Tripla 

As integrals ttriplas podem ser calculadas de forma andloga as integrais duplas, por meio de integrators suce&siTOL 
Podemos utilizar os conned memos adquiridos no capftuio anterior, reduzindo, imcialmcntc, a sua resolute ao cA- 
culo de uma integral dupla. A seguir, aprescntamos as diversas situa^oes. 

\ v caso: A regiao T € delimitada inferior me ate pelo graTico da funcao z — y) e super iormente peto grdfico dc 
Z = hi(x, /), onde h t e h 2 sao f undoes continuas sobre a regiao /? do piano xy, como mostra a Figura S3, 


Nesse caso, temos 
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>z = h^{x f y) 


Figura 8.3 



(!) 


Assim. sc. por cxrmplt>, a rcgiao A* for tb Tipo I, isiu l : . 

f/tf*) sysi / a $j 
x^b 


(ver Se^ao 7.4) 


integral tripla sera dada pela seguinte integral iterada tripla: 

/(*,>•, z) rfV - | | | z) dzdydx. 


2°caso: A regiao jf'^ deJimitada a esquerda pelo gr^flcode j> - pi(x, z) e a direita pelo grafioo de y - z), ontle 
Pi e p 2 sao f undoes continuas sobre a regiao I?' do piano xz, como mostra a Figura 8.4. 



Figura 8.4 
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Nesse caso, tcmos 



3 Q caso: A regiao T e delimitada na parte de tras pelo grdfico da fun^ao x = <7,(y, z) e na frente pelo grafieo de 
x = qi(y, z), onde q x e q 2 sao fun^oes continuas sobre a regiao R" do piano yz, como mostra a Figura 8.5. 



Nos exemplos que segucm, as diversas situ.ac.des sao exploradas. 


8.4 Exemplos 

Exemplo 1 : Calcular / = jjj x dV, onde T6 o solido delimitado pelo cilindro x 2 + y 2 = 25, pelo piano x + y + z = 8 

T 

e pelo piano xy. 

Solucao: O sdlido Tpodc ser visualizado na Figura 8.6a. 

Observando essa figura. vemos que T 6 delimitado superiormcnte pelo grdfico de z=S-x-ye infcriormcnle 

por z ■ 0. 

A projec.ao de / sobre o piano xy 6 o circulo x 2 + y 2 = 25 (ver Figura 8.6b). 
Assim, usando ( 1 ), temos 
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75k 


(a) 


m 


Figura 8,6 


dxdy 


-I /■* 

R L 0 

= \\xz\ <l.utv 


Para calcular essB Integra] dupla, podemos usar as coordenadas polares, confomie vimos na Secao 7.6. Temos 

2* 5 

/ - | | r cos 0(8 - rcos 0 - r sen &} - r rfrrffl 
o o 

(8 cos 0 r 2 - { cos 2 0 + sen 6 cos fl) r 3 ) d>d0 


| cos $ r — - { eos 2 0 + sen $cos 8) j 1 

TPS" 


625 

cos $ — — ( cos 2 0 + sen cos tf) |tf0 


625 


Exemplo 2: Calcular / = jjj y dV, onde T£ a regiao delimitada pelos pianos coordenados e pelo piano 

T 

x y 

r + ^ + 1 * t 

3 2 


SoJucao: A regiaoTd o tetraedro aprescniatlo na Figura 8.7. 



Figura 8,7 

Nesse caso, 7se enquadra em qualquer urn dos casos 1, 2 ou 3, Para visualizarmas bem os tries casus, vamos cxc»- 
plifitar os tres procedimeiitos comespofidenies, 

Proccdimcnto 1: Observando a Figura 8.8a, vemos que T e dclimitada superiormentc pclo graTico da fim^i* 
x y 

z ~ 1 l- Inlt-iHiriix-in^ par r - 1). 

3 2 

A projecao de T sobre o piano xy € o triangulo repnesentado na Figura B L 8b. 
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Procedimento 2: Observando a Figura 8,9a, vemos que f £ delimitada a esquerda por y = 0 e i dircila por 

f*(t : f-«). 

A proje^ao de 7 sob re o piano e o triangulo representado na Figura 8.9b. 



Assim, usartdo (2), vem 



■y 


1 




3 x 


Figura S.9 


/ - |{ I 


dxdz 


Procedimento 3: De maneira andloga, podemos visuaJizar na Figura S.lOa que 7 e delimitada atras por x = 0 e na 
frente por x = 3^1 - ^ - zj . 

A project de 7" sobre o piano y; 6 o iriang ulo representado na Figura 8, J Oh. 






1 




2 x 


(b) 


Figura 3.10 
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Usando (3), temos 


<>->■) 


1 


dydz 


dydz 



dV\ ondc 7 6 a. rcgiao del 


Sol in: a o; A equacao x 2 + y 2 + z 2 = 4 represenla uma esfera de centro na origem e raio 2. A equacao jt 2 + 

a equacao de urn paraboloide de vert ice na origem e concavidade voltada para cirna. 
Na Figura 8J la, representamos a regiao T, delimilada por essas duas superficies. 



(b) 


Figura 3.11 


Observando as figura 8.1 lae b, vemos que T6 delimitada iriferiomiente pelo paraboloide z = — (x 1 + y 2 ) 


riormente pelo hemisf^rio z = V4 - x - yf . Vamos T entao, utilizar (1), Temos 


I 


j dz 


dxdy, 


onde R 6 a prqjecSo de T sobre o piano jty. 
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Para obter a regiao R> que pode ser visual izada na Figura 8, J 2 t necessitamos encontrar a interseccao das duas super- 
ficies que delimitam T, 

Substttuindo x 2 + y 2 = 3z na equacao x 2 + y* + z 2 = 4 T vem 

3; + z 1 = 4, 


de onde conclutmos que z = I . PortaMo, e' del i mitada pela 
cireunfcrSncia x 2 ■¥ y 2 =■ 3. como mostra a Figura 8,12. 



U3 


Tcmos 


7 ^ y ^ V3 - * 2 


Figura 8J2 


/= | I I dzdy 


rfje. 


Ohservamos quc T para revolver eompletamentc esse exemplo, poderiamos usar as coordenadas polares para o cal- 
culo da integral dupla. Na secao que segue, veremos que a utilizacao das coordenadas cilindricas, que const it mini uma 
extensao das coordenadas polares para o cspaco, simplificari bastante os c&culos. 


Exemplo 4: Cakular / = jjj (jc - 1) dV y sendoT a regiao 

T 

do espaco dclimitada pclos pianos y m 0> z s 0, y + * ■ = 5 
e pelo cilindro parabtflico z = A - x 2 . 

5oluc2o: Na Figuni 8.13 aprcsentamos a regiao T. Podemos 
observar, ncsse caso, que 6 conveniente projelarnios T sobre o 
piano xi ou o piano yz. 



Figura 8.13 


Vamos projetar 7 sobre o piano xi e tisar (2) para revolver a integral. 

Qbservando a Figura 8.14a, vemos que T€ dclimitada a esquerda por y = 0 e a dire if a por y 
R'. que c a projecao de T sobre o piano xz, pode ser visual izada na Figura 8.14b. 


= 5 - z. A regiao 
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y = 0 


"[Vinos 


A regiao R' e dada por 


Portaiito, 


y = 5 - z 




Figura 8,14 


ft L Q J 


,7 t (/: 


= || (jf - 1) (5 - z) dxdz. 
it 

10SZS4-X 2 

-2 L 0 
2 

-2 
1 

= J (* - 1)(5(4 - x 2 ) - 1(4 - jZf^dx 


-544 
15 


2. jr dV, onde o retraedro limitado pelos pianos 


8.5 Exercicios 

Nos exercicios I a 16> calcular a integral tripla dada sobre 
a regiao indicada. 


1. |J| xyz dV, onde 7 e* o paralelepfpedo retangulo coordenadose pelo piano x + - + % - 4, 

[0, 1| X [0, 2J X [1, 3]_ 


3. (x 2 + y 2 ) dV y onde7e'ocilmdro x 2 + y 2 ^ 1, 


0 £ z £ 4 r 


4* jj| dV t onde T€ a regiao do primeiro octanEe limi- 

T 

tada por x = 4 — y 2 , y = Z-. x — 0 t z — 0. 

5» |jj" xydV, sendo 7 a regiao acima do piano xy 
r 

delimitada per z - 4 - x 2 , y = 0 e y = 4, 


6. jjj xydV, onde 7"d a regiao delimilada por y = 0, 
r 

jc = 0, 2 = 0, i = 4- r J ey + i = 8. 


7. ||| dV, onde re* o hemisfeno da frame da esfera 

T 

x 2 + y 2 + z 2 ~ 4. 

8. ||J (.r - onde 7^0 s6lido dehmitado pelos 

7 

pianos y + z = - y + Z = 8 T .r = 0, r = 4 T 
2 = 0, y = -2 e y = 2. 


9, J|j dV\ onde 7 € a regiao delimitada por y = jc z , 
r 

jc ™ y 2 , i ■ 2y e i a — 2y. 
10. j|[ tfV, onde 7 e" a regiao delimitada por x = 0, 

T 

y = 0,y + Jt = 2,z = jr z + y 2 e2 = 0. 


— ^ f ty ^ z 1 sendo To s6Iido deJimiuido 


f (* + y + z + 1) 

pelos pianos coordenados e pclo piano x + y + z = 2. 


12. 2y sen yz rfV> onde S£o paralelepipedo limitado 


por v = sr, y - ^ z ~ 3 e 05 P^ 31105 coor ^ En:1I ' os - 
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1 3. jjj zdV, onde C £ a regiao do primeiro octante li- 

c 

mi tada por y 2 -f z 2 = 2, y = 2r e v = 0. 

14. ||| (v + x 2 ) z dV, onde S6 o paralelepfpedo retan- 
gulo ls^s2, Osysl, -3<z<5. 

15. HI xydV, onde 5 £ o s6lido no primeiro octante 

s 

delimitado por z = 4 - x 2 , z = 0, y = x e y = 0. 

16. jjj irfV^. onde 7e J o solido limitado por z = y, o 

r 

piano xy e y = 2 - x 2 . 

1 7. Eserever na fomia de uma integral tripla iterada: 


a) jjj / dV t onde T 6 a regiao delimitada por 

T 

z = x 2 + y 2 - 4 e z = 4 - x 2 - y 2 

b) HI / dV y onde T6 delimitada por 


c) HI f dV, onde 7 6 delimitada por 
T 

x 2 + z 2 = a 2 e y 1 + z 2 = a 1 

d) ||j fdV+ onde 7 e delimitada por 

j 

z = 8 - x 2 - y 2 e z = 3* 2 + y 2 


e) /W, Qftde J 6 delimitada por 


z = Vx 2 + y 2 e z = 2 

0 Jjj / dV, onde Tea regiao interior ao cilindro 

T 

jt 2 -jc + y 2 = 0ea esfera jc 2 + y 2 + z 2 = 1 
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g) |JJ f dV, onde T € a regiao delimitada por 

T 

z = 16 - x 2 , z = 0, y = -2 e jr = 2. 

1 8. Esbo^ar a regiao de iniegracao e calcular as integrals; 

i i - y 1 - x - > 


a) | | | rfr rfjc 

0 0 0 

1 jc 2 + z + y 

b) J [ | xdzdydx 
o ^ o 

2 ^ y 

c) J | | y dy f 


/ dx 


g) 


hi 


d) | | [ ydzdxdy 

2 Zjt * + y 

e) j J | zdidydx 

1 x 0 

2 "A 

0 | J j Jfzdzdydx 

1 n o 

2 jvsrp^+v 
| | | dzdyd* 

0 0 D 

| dzdxdy. 

-3 -V9-y 4^ + 4^-9 


8.6 Mudan^a de Variaveis em Integral's Triplas 

Dc forma andloga a apresentada para as integrals duplas na Secao 7.7, podemos introduzir novas variaveis de " 
gracjo iia itilcgral tripla 



mtroduzindo novas variiveis de integracao u„ v, w por nieio das equacoes 

x = x(u, v t w), y = y(u t v, w\ z = z{u y w, w), 

a integral ( 1 ) podc ser express^ por 



(2) 


d(x y y, z) 

onde T £a correspondente regiao no espaco « t v r w e ! — ! — r e o determinante jacobiano de jr, y, z em rela^ao a 

If- w] 

vtw. x * 

Observamos que as condicoes gems sob as quais (2) e* valida sao anaiogas as condicoes sob as quais e valida a fi 
mula correspondent!; para integnris duplas. 

A seguir, exploraremos os casos particulares das eoordenadas cilindricas e esfexicas. que simpliflcaran bastante 
calculo das integrals triplas eni diversas situacoes. 

8.6,1 Calculo de uma integral tripla em eoordenadas cilindricas 

As eoordenadas cilindricas de urn ponto P no espaco, dc eoordenadas cartesianas (x, y, z), sao deteriiiinadas peloi 
numeros 

r T 0 e z, 


C a p E t u l o e Integrals trip! 35 
wide refl sao as coordenadas polares da projecao de P sobre o piano xy (ver Figura 8, I 5), 


TP 


Figura 8.15 

A relacjo entre as coordenadas cih'ndricas e cartes ianas ^ dada pelas equa^oes 
jt = rcosfl y = rsen0 z = t , 

G jacobiano de x. y. 1 em relaeao is novas varidveis r.Gcz 6: 

cos & -r sen $ 0 


sen 0 r cos & 0 
0 0 1 


Assim, usando (2), vcm 


ff'<- 


f(»\ z) rfV - /(r cos 0, r sen 0, z) r dr S dz 


onde T 6 a regiao 7 descrita em coordenadas cilmdricas. 

Se a regiao 7~se enquadra no 1* caso visto na Secao S3 (ver Figura 83), podemos escrever 




' 1 

R 


/(r cos 0- r sen 0, z) dz 

J>) . . . .... ,. - 




(3) 


(4) 


onde: 

gl(r, 0) e g 2 (r, 0) sao as superficies que ddimitam T inferior e supcriomicnte, respectivamente, 
• R' t a prqjeclo de T sobre o piano xy descriia em coordenadas polares. 

8.6.2 Exemplos 

Exemplo 1: CaJcular / = (* 2 + y 2 )dV, onde T 6 a regiao dclimitada pelo piano xy, pelo paraholrtide 


Z = r z + y 2 e pelo cilindro x 2 + y 3 = a?, 

Solucio: Na Figura 8. 16n ijpieseruamos a regiao 7" c, na Figura R.16b, a sua projecao sobre o piano xy. 
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z = x 2 + y 2 



(a) 


Figura 8.16 


Observando a Figura 8.16a, vemos que a regiao T 6 limitada infcriormcntc por z = 0 c supcriormente pels 
paraboldide z ■ x 2 + y 2 que, em coordenadas cilmdricas, tcm equac,ao 

Z = r 2 . 


Portanto, usando (4), temos 


/= \\\{x 2 + y 2 )dV 

T 

r 2 


ondc 


Logo. 


R L 0 

JO ^ r ^ a 

a 2w 

-J/r** 


77 <7 

12 


Exemplo 2: Calcular / - JJJ dV, sendo 7 a porcSo da esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 que csti dcntro do cilindw 

T 

x 2 + y 2 = ay. 

Soluqao: Na Figura 8.17a podemos visualizar a regiao Tc, na Figura 8.17b, a sua projecao sobre o piano ry. Poderaos 
obscrvar que T e' delimitada inferior e superiormentc pelos rcspectivos hcmisfe'rios inferior e superior da esfea 
x 2 + y 2 + z 2 = fl 2 , os quais em coordenadas cilmdricas. sao dados por 
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(a} 


ID) 


Figura 817 


Assim, 


•■ li f 

I. l I*, 


dr d8. 


onde R' 6 a regiao ft visual zada na Figura 8.176, descrita em coordenadas pdares. Temos 

10 - r : 


■ ^ a sen G 


Fortanto, 


I I 2 ^ 


r 2 rdr 


-j 


{ if/ 


» 2 - a 2 sea 2 9) 2 - a 3 1 rffl 


| ( (1 - sen 2 fl) cos # - 1) 

o 

-2 J sen 3 fl I p 


2 , 
" 3 va 

Exemplo 3: Calcular a integral trip] a do Exemplo 3 da Seqao 8.4. 

Soluc^o: Na Figura 8.1 l t foi aprescntada a regilo de mtegraijao Tc, na Figura 8. 1 2, a sua proje^jio, /?, sobrc o piano jcy. 


por 


A regiao 7'e delimitada inferiormente pelo paraboloide z = ^ (x 2 + y 2 ) que, em coordenadas cilfndricas t 6 dado 
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Superiormcnte, a regiao Tc dclimitada pelo hcmisfeYio z - V4 - x 2 - y 2 ou, em coordenadas cilfndricas, 

Em coordenadas polares. a regiao /?. que e' delimitada pela circunferencia x 2 + _y 2 = 3, 6 descrita por 

5 VI 


Portanto. 


I = || | rdzdrdd 

3 

= || (\Z4~~~7 2 - Y^rdBdr 

V3 2* 

= || ( V4^7 - j r 2 ) r </0 rfr 

0 0 

vi ; 

= 2tt| ((VT^T 3 ) 2 " -i^rrfr 


= 197r 
6 

Exemplo 4: Escrever, na forma de uma soma de integrals iteradas duplas, a integral / ■ ||j dV, onde Tea rqflJ 
interior a esfera x 2 + y 2 + r 2 = 1 e exterior ao cone z 2 = x 2 + y 2 . T 

Solu<jao: Na Figura 8.18, apresentamos a regiao de integracao T. Podemos observar que uma parte de T 6 deli 
inferior e superiormcnte pelo cone e outra parte e" delimitada superior e inferiormente pela esfera. 



Figura 8.18 
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Na Figura 8,19 ? aprescntamos a prujecfto de 7*sobre o piano xy+ decomposta em duas sub-regioes, R t eR 2 , A regiSo 
R x corresponds a parte de Tque e ddimitada inferior e superiormente pelo cone, correspond* a parte que £ deli mi la- 
da inferior e superiormente pela esfera. 



Figura 8J3 


Como, em coordemadas cilfndricas, a equacao do cone 6 z 2 = r 2 c a da esfera 4 z 2 " 1 - r z , utiLizando (4) temos 


/ = || Jdz r<ird<? + |j 


1*. 


rdrdQ 


Purtaniu, 


2 || r*rfr<» - 2 || y/l^rdr^ 


0 £ 8 s 2ir 


V5 

L 0 ^ a ^ 2^r 


V5 

2* T" 


/ = 2 J J r 2 drdQ + 2 [ | Vl - r 2 r dr 


de. 


Observamos que a integral tripla desse exemplo pode ser resoJvida de fomta inais simples usando as coardenadas 
esfencas* que serao introdusUdas a seguir; 

8.6.3 Calculo de uma integral tripla em coordenadas esfericas 

As coordenadas esfericas (p, d, </>) de uin pun to P{x, y, z) no espaco sao iiustradas na Figura 8.20. 
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Figura 8,20 

A coordenada p & a distancia do ponto P at£ a origem, A coordenada Sea mesma que em coordenadas ^ilfnrBr 
eas, e a coordenada & e o an "trio S'brmudo pelo eivt) positivu dos - c u setimersto que uric u pomo / > u orcein, 

Como pea distancia de P ate a origem, temos paO. Como 0 coincide com o ftngulo polar t utiliza-se a nieiai 
varia^ao usada no calculo de integrals duplas, on scja, 

-7T<fl<7T Oil 0 < 0 < 2tT. 

Quanto a coordenada subeniende-se que 0 ^ 4> ^ it , Quando 4> = 0, o ponto P estara" sobre o eixo positr** 
dos z e, quando = at, sobre o eixo negatives dos 

Comparando as figuras 8.15 e 8.20, podemos observar que as coordenadas ciluidricas e esfericas se relaciorm 
pdas equa^oes 

r - p sen 6 = 8, z = p cos 
Combinando essas equagoes com as equacocs 

jc = r cos 6, y = r sen 8, z = z, 

obtemos 


que sao as cquacfes que relacionam as coordenadas esfencas com as coordenadas cartestanas, 

Podemos usar as equacoes (5) para transformar uma integral tripla em coordenadas carfesianas em uma integ 
tripla em coordenadas esfencas. Para isso, vamos utilizar a formula de mudanca de variaveis para integrals triplas ± 
pela eqnacao (2 1. 

Dcvcmos> entao> caicular o jacobiano ^ ^ . Temos 

d(p y 0,<t>) 


sen cos 9 —p sen $ sen 8 p cos 4* cos B 
sen <j> cos 0 p sen <pcosfl p cos $ sen $ 
cos 0 — p sen # 


p sen 4>- 


PorELLIlLO, 


I f(p sen <£■ cos 0. p sen <ft son 0. p cos th)p 2 son */> c/p eM> r/0 


onde '/""' e a regiao de jme»i , ucuo 7'descriiu em coordenadas esfrfrieas. 
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Os exemplos a seguir nos mostram que as coordenadas csf Ericas sao partieularmcnte liteis para situa^oes que 
envoi vem esferas, cones e outras superficies cujas equac,6es lomam-sc mais simples nesse sistema de coordenadas. 


8.6.4 Exemplos 

Exemplo 1 : Calcular / 


x dx dy dz+ onde Ida esfera sdlida x 1 + y 2 + zr ^ a 1 


Solu^ao: A equacao da csfera x 1 + y 2 + z 2 - a 2 em coordenadas esfcncas e dada por 

p = 

A regiffo de integracao 7, que podc ser visualizada na Figura 8,21, cm coordenadas esfencas pode ser descrita por 

r 0 s p s a 



Portanto, usando (6), temos 


Figura 8\21 

^ = l\\ P SCn ^ C ° S * ^ ^ ^ P ^ ^ 
r 

= | | j sen 2 * cos BdpdQdQ 

2ir 

= y J ^j-sen 2 $co$#d&d$ 

0 0 

- 0. 

Podcifios ohsunar, nesse excinpto, que u priHrcdimcrHo para o eak uh) d;j integral triple em coiirdenadas eslcricasc" 
Higeiramenle diferente do utilizado para as coordenadas cartesianas e cilindricas. Nos casos anteriores, usual mente trans- 
form amos primeiro a integral trip! a em uma integral dnpla. Para as coordenadas esfericas, escrevernos diretamente a inte- 
gral iripla na forma de uma integral iterada iripla. 

Exemplo 2: Calcular / = z dx dy dz~ onde Ti a regiao li mi lad a super iormente pela esfera x 2 + y 1 + z 2 = 16 


e mferiormente pelo cone z - Vj 2 + > 3 : 
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Solucao: Na Figura S.22. podemos visual tzar a regiao de integracao F. 



Figura 8,22 

Em eoordenada* L-sfengits, a esfera r + y 7 + z 7 = 1f> tcmequaeao p = 4, e oeone z = Vr* + _v" tern equagi* 


*"7 


Atsim, utMcrvando a Figura 8.22, vcmos que. em coordenadas esfeiicas, a regiao Tpode ser descrita corao 


Portanto, 


1 0 < d £ 2tt 

I IT 

0 == <fr s — 


f - JJ j p cos 0 sen dp d$ d$ 

r 

2r T 4 

= | | sen $ cos $ dp d<f> d& 


j j 64 sen cos d<fr do 

D 

I 


0 D 
2* 

. sen^ IT , 
: 64 — — — de 


■ 32*. 


Exemplo 3: Catailar / = Vx 2 + y 2 + z 2 dx dy dz, onde T6 acoroa esfenca limri.;ul;i por i - / + - 


jc 2 + y 2 + z 2 — 4. 

Solucao: A regiao T e* aptesentada na Figura 8.23. 
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Figura 8.23 

Nesse caso, em coordenadas esfericas a regiao T i descrita por 

(l*p*2 


Temos, entao, 


lo s $ < * 


in--- 


sen <p dp d8 dtif 


-(if 


sen tf> d$ d<f> 


2 


| sen <t> d& 


— (-cos 

2 |d 
i 15tt. 


Exemplo 4: Calcular a integral tripla do Exemplo 3 da Subse^ao 8.6.2 usando as coordenadas esfericas, 

Solucao: A regiao de irrtegracSo T foi apresentada na Figura 8. 19, Em coordenadas esfencas, T pode ser descrita por 

' 0 £ p £ 1 


Portanto, 


0 < 9 ^ 2tt 

■77 3 77 

4^^T 


= J" J" sen d> d<fr d& dp 
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j ^ p 2 {- COS 4>)\ J d9 dp 

0 0 * 
1 2v 

| | p 2 d$dp 


■■ 2^2* jp 2 dp 
2 Vlw 


Exemplo 5; Descreyer* em coordenadas esf ericas, o solido T limitado infer iormentc pelo piano xy, supcriormcnte pel* 
cone ^ = 7 e lateral me ntc pclo cilindro x 1 + y 2 = a 1 . Escrever na forma de uma integral iterada tripla 

0 

{x 2 + y 2 + z 2 )dV. 


Solucao: Na Figura 8.24, podemos visuaJizar o solido T. 

Tran\romrnandc> a eqiui^ao do cilindro x 2 + y 2 = a 2 para coordenadas esf ericas t oblemos 


p sen 4> = a ou p ~ 


sen 4> 



Figura 8,24 

Ohscrvundo a Figura 8.24. wiiiun ipx o ■u'llulo '/' pink- scr de^'nty por 

[0 ^ p ^ - 

I 0 ^ ^ s 2tt 

Port unto. 


sen 


-• ^ a ^ — 
6^2 


j' p 4 sen ^ dp d£ dQ, 
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Observamos que nos exemplos 1 a 4 podenamos ter escolhido qualquer outra ordem de integragao, }A que todos os 
&milc5i dc intc«rai£ao sao constants. Ntrsst; cxcmplo, isso ni-ki pink s^r fcilo cm rcla^ao as variiweis p e Como p 6 
ftmcao de <£ t a integral na variavel p deve ser resoivida primeiro, ou seja t ela deve ser interna a integral aa variuvd 6. 


8-7 Exercicios 

1. Calcular jjj (x 2 + y 2 ) dV, onde T'e' a regiao inte- 9, Calcular jJJ (jr a + y 2 + z 2 ) dV, onde Tea esfera 

T T 

rior ao ciltndro x 2 + y 2 = 1 e a esfera jc 2 + y 2 + z 2 = 4. x 2 + y 2 + z 2 *9. 

2. Calcular jjj Vx T Vf dV. onde 7£ a regiao limi- 10 ' Calcular jjj + f + f) dV > sendo r a re « ia ° 

interior a esfera x 2 + y* + V = 9 c exterior ao cone 


3. Calcular ||| dV\ onde F e a regiao limitada por 

T 

x 1 + y 2 - 4 e y 2 + ; 2 = 4. 


Z = V* 2 + y 2 , 
11, Calcular [ff (x 2 + y 2 + z 2 )dV\ sendo T a re- 


giao interior ao cone z = Vx 2 + y 2 e a esfera 
jt 2 4* y 2 + z 2 = 9. 

4. Calcular jjj dV, onde T6 a regiao interior ao cilin- 

f 2. Calcular jjj (jt 2 + y 1 + z 2 )dV, sendo 7* a regiao 
r 

interior a esfera x 2 + y 2 + z 1 = 9 e exterior ao cone 


drojc 2 -jr + y 2 = Oea esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1. 


5. Calcular jJJ x dV, onde 7" 6 a regiao interior as 
r 

superffcies z - j (x 2 + y 2 ) e x 2 + y 2 + z 2 = 5. tn 

4 13* Calcular [J zdV, sendo To .s6lidc del imi [ado por 


6. Calcular jjj zdV\ onde T 6 a regiao interior as z = 0 e z = 4 - ^ _ y 2 jnterjor ao ci|il]dro 

r 

superffcies z= (jc 2 + y 2 ) e a 2 + y 2 + £ 2 = 5, * 2 + y" = I. 


14. Calcular Jjj dV, sendo 7' a casca esferica delimita- 

r 

daporjc 1 + y 2 + z 2 = 9ejt 2 +y 2 + z 2 = 16. 


7. Calcular jjj y dV, onde T € a regiao interior as 

T 

superficies z = ^(x 2 + y 2 ) e x 1 + y 2 + z 2 - 5. 

8. Calcular |[f £f/K, onde 7" £ a regiao interior as 15- Calcular (x 1 + y 2 )dV, sendo T a regiao deli 


1 , mitadapor 

superficies z = 7 (x 2 + y 2 ) e jt + y 2 + 2 2 = 5. , , ^ , » , , 

4' 7 ^ ^ ^+y 2 = l > jc 2 +y 2 = 4^ 2 + y 2 + 2 2 = 9ez = 0 + 
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x 2 + y 2 + z = a% z = 0 e z = — a. 


16. Calcular jjj dV» sendo 7 a regiao dclimitada por 22. Calcular jjj V* 2 + y 2 4- z 2 dx dydz, ondeT- 

T T 

^ reg i5 0 delimitada por x 2 + y 2 + z 2 = l e 

i 2 + y 2 + ? = 4. 

23. Calcular as seguintes integrals 

a) J | J e^^dzdyd* 
-10 o 

2 \ TT? 4 - ^ - / 

b) | | | x 2 dzdydx 

0 0 0 

• vV-V * 

c) | | J<fe<fy<fa 

1 VT^? i 

d) j J j x^dzdydx 

V^ViTi 5 V2-Jt*-y* 
0 0 0 

3 V9-x? Vv-r'-y 
f) | | | dzdydx 


1 7. Calcular JJJ x dV, sendo 7 a regiao delimitada por 

r 

Jf 3 + <y - 3) 2 + (z - If = 9. 

18. Calcular J dV, sendo To elipstfide 


* # * L 


19. Calcular (,t + y) dV, sendo 7 a regiao delimi- 


tada por 

x + y = 9, r + y = 1 T v - t = 0, >■ - _r = 3, z = 0 
t + !■ 27. 

20. Calcular jjj (jc - 2y) dV T sendo 7" a regiao deli- 

T 

mitada por (a - l) 2 + O - 2) 2 = 1, z - 0 e 


21. Calcular JJJ (V + y)dV A onde 7" £ o solido 
delimitado por 4 ^ .r 2 + y 2 + z 1 ^ 9. 


8.8 Aplica^oes 


As inlcgrais trip las t£m aplicagoes geometricas e ffsicas. Vamos discutir a] guns exemplos de aplica^aa no caJcdH 
de volume, massa. centro de massa e momento de incrcia de sdUdos. 


8.8.1 Calculo de volume 

Seja T um corpo ou solido delimitado por uma regiao fechada e I i mitada no espaco. 

Para encontrar o volume desse corpo, vamos subdivide 7 s por pianos paralelos aos pianos coordenados, corao 
feito na Se<j5o 8-1. Seja T k um paralelepipedo generico dessa subdivisao, com volume lV k . Um valor aproximado 
o volume total do s61ido 6 dado por 


- 

i 
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O volume do corpo £ definido pelo limile da soma, ( 1 ) quando ri -*co e a maior areola dos paralelcpipedos T k tende 
i zero se esse limite existir. 
Tcmos 


V = Urn J lV k 


hi I 


;: 7: 


(2) 


8.8.2 Exemplos 

Exemplo T : Calcular o volume do s61ido delimitudo inferiormeiiie por z = 3 - j , superiormente por z = 6 e la- 
teral mente pelo cilindro vertical que contorna a regiao R dciimttada por y = x 1 e y = 4. 

Solu^ao: O s6lido rpode ser visualizado na Figura 8.25. 

A projecio de T sobre o piano xy€a. regiao J? visualizada na Figura 8,26. 
Temos 


^ = 6 


F fgura 8 25 



Figura 8.26 


-2 ^ 3-X- 
2 


2 


192 
If) 


LinitLitlL-v. tie voIlhcil-. 
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Exempk) 2: Calcular o volume do solido Tdelimiiado por y = 0. z = 0, y + z - 5 e z = 4 - x 2 . 

Solueio: O s61ido T, desse exemplo, foi analisado no Exemplo 4 da Se^ao 3 A no qua! salientamos a convenience de 
projetar T sobre o pianos ou sobre o piano yz (ver Figura 8,13). 
Temos 

T 

5-* 

= || | dydxdz 

R 0 

- (I (5 - z)dxdz 

R 

- | | (5 - 

-2 0 
2 

* 5 ^ ,^ \ 2 
= ~7v - — + 12jc 
10 3 2 

544 

- -jy unidades de volume. 

4 

Exemplo 3: Mostrar que o volume de uma esfera de raio a e - tt a* unidades de volume, u&ando integral trip] a, 

Solucao: Na Sub&eclo 8.5.3 vimos a convenient a de usar coordenadas esfencas para esse caso. 
Temos 

dV 


2m w i 

IIJ p : sen 4> dp d<b do 


= | | sen $ y I tf* dfl 

0 0 


y sen d$ dB 

o o 


0 0 
tm 
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J 3 


■ 77 a mm Lulus tic volume. 


Excmplo 4: Encon trar o volume do soVidb limitado adma pela esfera x 2 + y 2 + z 2 = 16 e ab&iw peh cone 


Solu^ao: O sdlido pode ser visuaJizado na Figura 8.27. 

A proje^ao do s61ido sobre o piano xy € a regtao R mostrada na Figura 8.28, Para obter a equacao da cincunferen- 
cia que delimits # T neeessitanujs cnconlrar a ii uoin.lv ciio das superficies 


x 2 +y 2 + z 2 = 16 
3r* = x 2 + y 2 


(3) 
(4) 


que dclimitam o soli do. 




Figure 8.27 Figura 8.28 

Temos 

3z 2 + z 2 - 16 ou I = ±2, 
Substituindo o valor de r = 2 em (3) ou (4), obiemos 

x 2 + y 2 - 12, 

que d a equacao da circunferencia que delimiia R. 

Vumos agora ealeuku o volume usando cooideuados eiluidrkuv 

Temos. 

V-\\\sV 

T 


(5) 


(6) 
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2* A/li-r 1 

r (fc dr d$ 

0 0 * 


2ir Vt2 


(I 

II 0 


dr dti 


0 0 

1 , * 


64 

= — tt uni Jades de volume, 

Observamos que a integral (6) podc lambem scr calculada usando as coordenadas esfdricas de forma similar 
Excmplo 2 da Subsegao 8.6.4. 
Temos 


2 * T 


2- j 

I 64 


1 


3: 


do 


= — w untdades de volume. 
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8.8.3 Aplica^oes ffsicas 

Do iiiaiK:ir;s aiwlogn, ao que foi fcilo na Subsi.\Tio 7.9.5. vamos imutisar a uso das inicgrais I rip [as para calcular a 
massa de urn corpo* as coordenadas do seu centro de massa e o momento de inercia em re!ac,ao a um eixo L. 

Seja Turn corpo ou sdlido delimitado por uma regilo fechada e limitada do espaco, Vamos supor que a densidade 
de massa (massa por unidade de volume) em um ponto (x, y, z) 6 dada pela funcao 5 = 6 (jr, v, z), contmua em T. 

Para encontrar a massa total des se corpo, vamos subdividir T por pianos paralelos aos pianos eoordenados, como 
foi feito na Secao 8.1. Seja T t um paralelepipedo generico, dessa subdivisao, com volume &V k . Urn valor ypnoximado 
da massa de T k podc ser eserito por 

onde y k> z k ) € um ponto gene'rico de T" t . 

Um valor aproximado da massa total do corpo ou soli tin € dado por 


m 


C7) 


A massa total do corpo ou sdlido e J definida pelo I i mite da soma em (7) quando n — * rv. c it inaior aresca this pana- 
lelepfpedos T k tende a zero, se esse I i mite exist! r. 
Temos 

M = Um 2 AK A 


-fni-iniiTm^i-rri., 


(8) 


O momento de massa em reJacao ao piano x}\ da parte do solido que eorresponde a T k , e aproximadamente igual a 
O momento de massa em relacao ao piano xy do sdlido T6 dado por 



(9) 


Analogamente, otriSm-sc: 

o momento de massa em rela0o ao piano xz. 
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« momenta de masxa cm re (actio ao piano yz, 

A/, : - U\xS(x<y<z)dV, 

As coordenadas do cetitro de massa, denotadas por (x\ v, z), sao de fin id as por 



(U) 


(12) 


Outro concetto, jS diseutido na Subsecao 7.9,5, € o de momento de inercia em ielac.ao a urn eixo L. No easo de s6b- 
dos, temos que a disJancia de uma partfcula. com mas*a concemrada em {x k * y £ , z k % ari: 

* o eixo z 6 d xy = {x\ + ; 

• oeixo y 6 d Xi - {x\ + z^; 


• o eixo j rf w = (y£ + z*) z > 

Os momentos de inercia correspondentes sio dados por: 
Momenta de inercia, I r em relacdo ao eixo z r 



(13) 


Momenta de inercia, 1„ em relacSo ao eixo j t 



(14) 


Momenta de inercia, / v , em rela^ao ao eixo y\ 



(15) 


8.8.4 Exempfos 

Exemplo 1 : Caleular a massa e o centra de massa do sdiido 7 r , delimitado por 2jr + y + z - 1 eos pianos gourde 
nados, sabendo que a densidade de mass a em P(x, y\ z) e proporcional a dislancia ate' o piano xy. 

Solucao. 0 solido Tpode ser visual izado na Figura 8,29. 
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1 y 


Figura 8.29 

A densidade de massa € dada por 6(jr, y 9 z) = kz, onde k £ uma constante de proporcionalidade. 

Vamos cncontrar a massa total desse s61ido usando (8). 

Tcmos 

M = jjjkzdV OB 

T 


1 ±<l-y)l-2*-y 


M = k 


1 1 i 


2 dz dx dy 


0 0 

1 {(l-y) 

-|| { (\-2x-yfdxdy 
o o 

tf 1 (1 - 2x - y)> id-d 

= 2j"2 3 o dy 

l 


= — unidades de massa. 
48 


Vamos agora calcular os momentos de massa A/ 1V , M Xi , A/ v; . definidos em (9), ( 10) e ( 1 1 ), respectivamentc. 
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Temos 

r 

- fcj | J z 2 dzdxdy ; (J6) 
oo 0 

; 

1 ^(l-y) 1-2* -v 

= it | | j yzdzdxdy i r 

o o o 

e 

M„ = JJJx- JtzrfV 
r 

= fcf | | *2d£<fjrrfy (18) 
n <> a 

Resolvendo us integral* ( 16), ( 17) e ( 18), ob temos 



k 




i:n 


Jfc 

.1/,.. 


" 240 



~ 480 


Portanto, as coordenadas do centra de ma&sa sac 




1 

J = 

M 

" 10 


Kz 
M 

_ I 

~ 5 

i = 

M„ 

_6 

M 



Exemplo 2: Urn solido tern a forma da regiao delimilada pclo parabol6ide z - 1 - x 2 - y 2 to piano xy . A dam- 
dade em f%x, y, z) 6 proporcional a distant: ia de P attS a origem. Escrever as integrals usadas para calcular as coorob- 
nadas do centre) dc massa. 


CapH-ulo S InLcgrais triplas ^305 


Solucio: O s61ido pode ser visuaJizado na Figura 8.30. 



A dciisidadi: de mussa e* 


Figura 8.30 


onde Jfc e unia constante de proportional idade. 

Para calcular a matsa total desse sdlido, vamos usar (ft). Temos 


M= ^k(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 dV. 
r 


(19) 


Considerando que a projec, ao do soli do 50bre o piano e" circular, vamos escrevcr (1 9) cm coordenadas cilin- 
dricas. 

Tciiiof. 


2» 1 1-^ 

A* - I I I Jfc^ + z 2 ) 5 rdzdrde. 


(20) 


U&ando (9), (10) e f 1 1 >, pndemo.s eserever as integral s para calcular os momentos de niassa: 

M *y= fyzktf + f + z 2 ? dV 
r 

2w i i-H 


= k \ 1 \ Z * f * + **)* rdzdrdB . 


(21) 


r 

2* 1 l-r 2 


(22) 


CaJruJg B hiinyia de uirfos variJu'k UHC()\iW tnulti})lu\ mf rgrars rurvffr/frjs v <ic superfine 


T 

2# 1 1-r 1 i 

= k | J | r 2 cos flfr 1 + z 2 ) 1 rfz drdO. , :5 

0 0 0 

Dessu forma, a coordenada J do centre de massa e' obtida pelo quociente das integrals (23) e (20); a coordem 
v. pelo quock-jite das inlLrgrais f22i e i2U}, e -, pelo quoderne das integrals (21) c (20). 

Exemplo 3: Encontrar o momento de ine'reia em relaeao ao cixo z do s6lido dclimitado pelo cilindro x 2 + y 2 = 9 
polos pianos j = 2 e i = 4, sabendo que a densidade de massa € igual a (je 2 4- kg/m 3 . 

Solucio: O sdlido pode scr visualmido ua H«ura K.3 1 


Usando (13), temos 


-'3 y 


Fig ura 8.31 


(x 1 + y*fdV. 


i;24 


Qnno a prolan de jf' sobrc o piano ,vv v ; ciivular. \ mi 10s czilcular (24) usando coordenadas cilindricas. Temos 

2* 3 4 

4- If \ r A *rdzdrd0 
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7m 3 



2* 

= |243 de 
o 

= 48677 kg ■ m". 


8.9 Exerricios 

1 . Cakular o volume do tctrucdro da Fig ura S.32. 



Figure 8.32 

2. Cakular o volume da parte do letraedro da Figura 
8.32: 

• en (re os pianos z - 1 e t = 2; 
adnia du piano ^ ~ I; 

* abaixo do piano z - 2. 

3- Cakular o volume do solido dclimitado por 
x 2 + v 2 « 4, z = 0 e 4x + 2y + z - 16. 


4. Cakular o volume do stilido limitado por 
z = 8 - x 2 - 2y 2 f no primeiro oetanlc. 

5, CalcuJar o volume do solido at' una do piano xy deJi- 
mitado por z = .x 2 + y 2 e jr 2 + y 2 — 16. 

6. Cakular o volume do solido acima do paraboloide 
z = x 2 + y 1 e abaixo do cone z = Vx 2 + y 2 . 

7, Cakular o volume do solido acima do piano xy e inte- 
rior as superficies z = V 9 - x 2 - y 2 e x 2 + y 2 = 1 . 

8- Cakular o volume do solido delimitado pelos pianos 
y = 0,£-0 T * + y = 4e pelo cilindro parabolico 
z = 1 - x 2 . 

9. Cakular o volume do tetraedro delimilado pclos 

x y z 

pianos coordenados e pdo pi a no - + — + — = 1, 
a b c 

ondc a, 6, c sEo constants posilivas. 

1 0. Cakular o volume da parte da csfera x 2 + y 2 + z 2 — 9 
e ntre os pianos z = 1 e z = 2. 

Nos exercicios II a 19. cakular o volume do solido deli- 
mitado pel as superficies dadas. 

11. x 2 + y 2 = 16; z = 2ex + z = 9. 

12. x 2 + 2y 2 = 2; z = Jt + 4ez = 0. 
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13. i = 2x 2 + y 2 e z - 4 - 3jc 2 - y 2 . 

14. i = x 2 + / e z = 4 - 2/ - x 2 . 

15. x 2 + y 2 - 81; ; = 2ez = 100. 

16. y = vV + z 2 e yM. 

17. jc 2 + y 2 + 2y = 0; z = 0 e z - 4 + 

18. ^ + y + z = 4; x — 1; y = 2 e os pianos coorde- 
nados. 

19. x 2 + z 2 = 4 e / + z 2 = 4, 

20. Calcular a massa dos solidos limit ados pel as superfi- 
cies dadas, considerando a densidade de massa igual 
a 4 kg/irt ? . 

a) z = Vx 2 + y 2 Z = V9 - x 2 - y 2 

b) z = 4- x 2 - y 2 z - jc 2 + y 2 

21 . Calcular a massa e o centro dc rnassa do sdlido del i - 
mitado por y = x 2 , y = 9, z = 0 e y + z - 9, 
considerando a densidade dc massa igual a | x | kg/m 3 . 

22. Verificar que o centro de massa de uma esfera de raio 
1 coincide com o seu centre, sahendo que a sua dis- 
tribuicao dc massa 6 homogenea, 

23. Calcular o momento de inertia em relacao aos eixos 
coordenados do so 1 lido deli mitado por z = 4 - x 2 - y 2 


e z = 0, sahendo que a densidade de massa cm urn 
ponto P 6 proporeional a distSncia de P ao piano xy. 

24. Calcular o momento de ine'reia em relacao ao eixo 

dos x do sdlido delimitado por z = Vx 2 + y 2 J 
z = 4. A densidade de massa em urn ponto 
P(x. y, z) e dada por x 2 kg/m 3 . 

25. Calcular a massa e as coordenadas do centro de 
massa dos solidos delimitados pelas superficies 
dadas, supondo a densidade de massa constante. 

a) x 2 + y 2 + z 2 - 2z = 0 

b) x + y = 2, z = 2 + y eos pianos coordenados. 

26. Determinar a massa do solido acima do plam 

delimitado pelo cone 9x 2 + z 2 = y 2 e o piano \ - 9 
A densidade no ponto (x, y, z) e proportional a dis- 
tancia do ponto ao piano xy\ 

27. Urn solido tern a forma de um cilindro circular reto de 
raio de base a e al tura k Deierminar u momento dc 
inercia do solido em relacao ao eixo de simetri a. se m 
densidade no ponto P 6 proportional a distancia dc P 
ate a base do solido. 

28. Calcular o momento de ine'reia do hemisfen* 
x 2 + y 2 + z 2 ^ 1 , x ^ 0 em relacao ao eixo y. A 
densidade no ponto P{x> y, z) £ proporcional a db- 
tancia de P ao piano 


Integral's Curvilineas 


TSIeste capitulo estudaremos as integrals curvilineas, tambem 
chamadas integrais de linha. Inieialmente apresentaremos os con- 
ceitos de curva suave, orientacio de uma curva, comprimento de 
arco e reparametrfza^ao de uma curva pelo cornprimenlo de area, 
necessarios para o estudo dessas integrals. A seguir, exploraremos 
as integrais de linha de carnpos escalares, ilustrando sua utilizaeao 
em diversas aplicacoes, 

As integrals de linha de campos vetoriais serao introduzidas por 
meio do coned to de trabalho rcalizado p or uma for^a. 

Finalmente, veremos as integrais curviiincos in dependent cs do ca- 
minho de integracao e o teorema de Green, que relaciona uma 
integral de linha ao longo de uma curva fechada no piano com 
uma integral dupia sobre a regiao limitada pela curva. 


9.1 Integrals de Linha de Campos Escalates 

Nesia se^ao introdu/iremos, o coneeito de integral de linha de urn campo cscalar. Veremos que el a eonstitui uma 
general izac,ao simples e natural do coneeito de integral dcliiiidu. 

9.1.1 Definrgao 

Seja C uma curva suave, oricntada. com ponto inicial A e o ponto terminal B. Seja f(x, y, z) urn campo escalar 
definido em cada ponto de C. Dividimos a curva C em n pequenos arcos pelos pontos 

A = P f »P h P Zl . r .,P i - U P i P n = B. 

Denotamos por o compriiJicnlo do arco Em cada arco P f _j P it escolhemos urn ponto Qi fver Figura 9.1). 

it 

Calculamos o valor de/no ponto mulEtpIicamos esse valor por As, c formamos a soma 5) fiQi) 



Figura 9.1 
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A integral de linha de / ao longo de C T de A ate' B, que denotamos J / ( a\ y, z)ds, 6 definida por 

c 


(1> 


quando o Hmile a direita cxiste 

A curva Ce (amMm chainada CAMINHO DE INTEGRA^ AO. 

Se a curva C 4 suave por partes, a integral de linha sobre Ce definida como a soma das integrals sobre eada 
suave de C, 


[my, 


z)ds tambem e denominada integral do campo e scalar / com respeilo ao comprimcnto dc arco de C. 


9.1,2 Calculo da integral de linha 

Para calcular a integral dc linha, ncccssitamo* da equated que repress tun a curva C 

1 W Caso: Reprcsentamos C por h (j) = x{s) i + y($)j + s E [a, ft], onde s e" o parametro comprimcnto de 

arco de C. 

Nesse t::i.sd. ;l ilivisijcj tin curva C pt-'los puntov P : ,, . . , P /t origina uma particao HO intervalo (a,£L 

dada pelos pontos 


a = s 0 < Si < s 2 < . . . < i < Sj < . . , < j„ = 6 


(ver Figura 9.2). 



Figura 9*2 

O ponto em (1 ) tern coordenadas (x(3ty) f y (Sj) t z(s f )) t onde s, £ algum ponio do intervalo [jj _ l5 sj. A soma que 
aparece em ( I ) pode ser reescrita como 

2 /(*«). A* 


Essa soma € uma soma de Rie inarm da fungao /(.r{.v), y(S'), Assim, o I i mite em (I) 6 a integral defiiuc 

dessa funcao. Tenios, entao, 
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Exemplo 1 : Caicular j(x + 2y)ds. onde a semicircunferencia dada na Figura 9,3. 

Solucao: Conforms vimos no Exemplo 1 da Subsecao 2.12.6, a curva dada pode ser represcntada por 
k{$) =3 cos + 3 sen | /, 0 =s s £ 3w. 


9 sen - - 18 cos ^ 


Figura 9,3 

i) 
■) 


36 


amo t | (x + 2y) d$ = j (3 cos | + 
c 0 

l -(' 

Exem plo 2: Caicular J (a 3 + y 2 - z)ds t onde C € a helice circular dada por 

c 

r(f) = cos/ i 4- sen f + tk, doponto P(l, G, 0)atrf£?(l, 0,277). 
Solucao: A funcjSo comprimertto de arco de 7(f) e" dada por 


*(0 


I 

]\?(t*)\ dl* 


dt* 


= V5f. 


Encontrando ; como fiuiclo de j, obtemos / = Logo, C pode ser reparametrizada por 

= cos — %*i + sen -4=7 + k. 
V2 V2 V2 

G ponto I T 0 T 0) corresponds a j = 0 e Q( 1 s 0, 2tt) corresponds as ~ iViir. Portanto, 


2V2TT 


- 2V277 (1 - 7T). 
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2 U Caso: Representamos C por 

r (0 = x(t) t + y(t) I + z[t)k,t G [t lh /]], onde r e' urn paramctro qualquer. 

Para ealeutar a integral tic [in ha ncssc taw, fa/emos uina rrmdanca dc variavcis cm (2). Temos 

d r, 


ds -* 
Como— - = |r'(f)|, temos 
of 



(5) 


Exempio 3; Podemos resolver o Exemplo 2 do l u caso, desta seqao, usando a formula (3). Temos 

r(t) = cost i + sen t j + tk* 
r'(r) - -send + cosf; + k- 

I? (01 =V5. 

Ao porno P(\,Q y 0) corresponde t = 0 e ao porno 0, 2tt) corresponds f — 2tt. Logo T 

to 

J(* 2 + y 2 - = I (cos 2 / + sen 2 * - f) * V2df = 2\/2tt (1 jt). 
C o 

Extmplo 4: Cafcular | ds, onde C e* a intersect, ao das superficies j 2 + j? 2 = 4 e + s = 8. 

c 

Soljcao: A Figura 9.4 moslra am csboco da etirva C Para paramciri/.a-]a, obscrvamos que v c v devem saiisfa«ra 
equaclo da circunfenSncia x l + y 2 = 4, que e* a pipje^iQ de C sobre o piano jty. Fazcmos, entao, 

.v - 2 cos r v - 2 son V. r G i"0, 2tt\. 



Figura 9.4 
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Substituindo o valor de y na equate y + z = obtemos 

z = 8 - 2 sen r. 

Portanto, 

r{t) = 2 cosfT + 2 sen f/ + (8-2 sen r)£, f E [0 5 2irJ. 

Usandu (3), temos 

| jcy rfj = 1 2 cos / • 2 sen t ■ 2vTT~co?r dt 

c 0 

■ 4^(1 + cos 2 ?) 1 " 2 ■ 2cosf sen / dt 
= 0, 


-4 + cos 4 *)* 2 


Exemplo 5: Calcular | (* + >>)^y T onde Ce J a interseccao das superficies x + y = 2tx 2 + y 2 + z 2 = 2(x + y). 

c Con forme Exemplo 3 da SubsccSo 27. 1 8 T uma oquacao vetorial de € e dada 


por 


Logo, 


r(t) = (1 - cos*)? + (1 + cosf)/ + V^senfJ; r E[0 t 2v]. 
|(jt + y) ds = - cos 0 + (1 + cos t)]Vldt 

C 0 

a* 

~2V2j<fc 
o 

9.13 Propriedades 

As propriedades das integrals de iinha sao analogas as propriedades das integrals defimdas. 
Nas propriedades que seguem estamos supondo que C e' tima curva suave ou suave por partes e que y, z) e 
g(x y y T z) sao func,oes contfnuas em cada ponto de C 
Temos 

a) | k /(jc t y, z)ds = fe jV(*» J?, £ ) ds, onde /: d uma con stance. 

c c 

b) J [f + *(*j*c)]A - j + 

c c c 

c) Se C e" uma curva com pcnto inicial A e ponto terminal P urn ponto de C enire -A e B; C, a parte de C de A 
ate P c Cj, a parte dc C de P ate /? (ver Figura 9.5), entao 

jmy,z)&= jf(x,y,z)ds- lf{x,y,z)ds 

c c v c t 

d) y, z)ds = J / j>, onde - C represenia a curva C orientada no sentido oposto. 


Caleulo B - Fun^ues dc virias variavcis, integrals multipias, integral turvflincas c dc supcrfictc 


Figura 9.5 

9.1,4 Exemplos 

Exemplo 1 : Calcular j Sxy ds, sendo C o triangulo de vertices A((X 0), £(l„ 0) e C(L 2) h no senttdo aniL-horario. 

c 

Solu^ao: Para calcuhir a integral, devemos dividir a eurva Cem tres partes suaves, con forme a Figura 9.6. 


Figura 9.6 


Uma parametrizac^o de C t e 7 (t) = t i , t € [0, 1]. 
Portanto, 


• 


C 2 pode ser parametri/ada por 7{t) = i + t j « f G [0 t 2\ 
Assim, 


3 


3 ■ 1 ■ f • 1 - 3 ■ 


O cam in ho C s pode ser represcnlado pcjr 

r(r)-(l-*)7+(2-2f)7, f€[0,l]. 

Portanto, 

1 


= 3V5|(2-4/ + 2/ 2 ) 
= 2 V5. 
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Logo, 


|3jrydj= J3jrj?d* + ^3xyds + ^3xyds 

C Ct Cj c, 

= 0 + 6 + 2V5 
= 6 + 2V5. 


Exemplo 2 : Calcular J ( i x\ + \y\) dse | ( I x I + \y i ) ds, onde C 4 o segmento de reta AB, com A(-2, 0) e 8(2, 


fJma equa^io vetorial de dada por 

r(f) - (-2 + 4/}7 + 21 7 T /6[0,1]. 

Porta n to, 


[(1*1 + \y\)ds = [(-2 1 4/1 + 12/1) 2V> 


<7r 


2\/5 


i/z 1 

J (2 - 4/ + 2t)dt + j (-2 +■ 4t + 2t)di 


+ (-2 + 3f 2 ) 


] 


> 4V5. 


Con forme vimos na Subsecao 2,11, a eurva —C4 dada por 

r (/) = r(a + b - t) % t E [a, b). 

Como r (0 a ( -2 + 4f)7 + 2// s ' ^ [0, 1], temos 
?'(*) = 

= (2-40T+ (2-2i)7t fE[0,l]. 


Portanto, 


J (!xl + lj?l)<to - | (12- 4/1 +12- 2/))2V5rff - 4V5. 


ApJica^oes 

A aeguir, desenvolveremos algumas aplicacoes das integrals curvilmeas de fimcao escalar. 

9.h5 Massa c ventre de massa cfe urn fio ddgado 

Consideremos um fio delgado dc densidade varidvei, com a forma de uma curva C como na tfgura 9.7. 


Calculo B - Funcoes de varias variaveis, integrals multiply integrals curvilfneas e de superficie 



figura 9 J 

Vamos super que sua densidade de massa p(x y y t z) seja constante sobre qualquer sec^ao transversal dc area S 
Entao o fio pode ser identificado com a curva C. 

A ; urtcao f(x< y T z) = p(jr T y t S £ chamada densidade linear de massa ou massa por unidade de com pri memo. 

Se o fio 6 representado pela curva C da Figura 9,8 c sc a densidade no ponto (* t y, z) e" dada por f(x y y t z). emio 
uma aproxirnagao da massa da parte do fio e litre _ , e P f \4 dada por 



Figura 9.8 

A massa total M do fio c aproximadamente igual a soma 


Pnrianln. pi; La [idini^o 9,l ,h obtem-se 


O centro de massa {x,y,z)i dado por 


^{.v/(.,,,,,/v 



y = 


O ponto (x\ y 7 z) & tambem etiamado centro de gravidade, A coincidenda do centra dc gravidade com o centra de 
massa vein da liipdtese de que o campo gravitacional da Terra 6 uniforms Algumas experieneias uos mostram que essa 
hipdtese nio 6 inidramente correta. No entanto, para quase todos os problemas de Mecanica, ela e usada. 

9.1.6 Exempios 

Exemplo 1 : Cakular a massa de urn fio delgado com forma de urn semicfrculo de raio a, considerando que a densi- 
dade em um ponto P€ dire tarn en re proporcional a sua di stand a a reta que pass a pelos pernios extremes. 


So Eli cam 0 fio tern a forma da curva C represcntada na Figura 9.9, 
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x a x 


Figura 9.9 

Ums paramefriza^ao de dada por 

r^(i) = a cosr i + a sen t j , re[0, ir]. 

Como a densidade / y) he? ponto >') * diretamente proportional a sua distancia a reta que passa pelos pontos 
extremes do fio, analisando a Figura 9.9 concluimos que f(x, y) = ky, k constants 
EotSo, 


M = f/(;c,y)ds 
c 

= | Ay ds 
c 

| * ■ n sen / ■ V(-asenr) 2 + (a cos f) 2 


J, 


2A: a - imidades ik- massa. 


ExcmpJo 2: CaJcuJar as coordenadas do centra de massa de um fio delgado que tern a forma da helice 

~r(t) = 2cosm' + 2 sen / / + 5(k. t e [0, Zw% 
sc a densidade no ponto (x T y, z) £ * 2 + y 2 + z 2 . 
Solu^ao: Inicialrnente, vamos calcuiar a massa M do fio. Temos 

M — | (jc 2 + y 2 + z 2 )rfs 

c 
it 

- J (4 cos 2 r + 4 sen 2 / + 25r 2 ) • V(-2sen0 2 + (2 cos t) 2 + 25 rfr 
o 

I IT 

= |{4 + 25/ 2 ) >V29rfr 
o 

— V29 Tstt + -y- ir 1 ^ unidades de massa. 


A coordenada a e dada por 


+ Z*)ds 


c 

2v 

^ 1 2 cos /(4 + 25f 2 )V5(ff 
M J 
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8V29 


^29 f . , 50V29V 3 

— — cos/tff + — — — rco&t dt 
M J Mi 
a 0 

8V29 12- 50V25 


200\/2977 


is ' sen / - It war 2 sen n 


200V29 7 


Portanto, jr — 


Analogamente, calcula-se y. Temos 


75 


^7 I 2 sen i (4 + 25i 2 )V29df 
jM J 
0 

-200V297T 2 


SubsiituincJo 0 valor de M, j& encontrado, vem 


-7577 


' 3 + 257T 2 

Final men le, cakulamos que £ dado por 

c 

2* 


5V29 


(Stt 2 + 100;r 4 ) 


PortantOp i 


15(2tt + 25 tt j ) 

(> i 5(177-' • 


9,1.7 Momento de inercia 

Cada ponlo material em um eorpo em rotae.au tern unia ccria quant idadc de energia eindtica. Um pgntg material 
de massa ra, a uma d island a rdo eixo de rola^ao» tern uma velocidade v = wr, sentio w a velocidade angular do ponto 
P (ver Figura 9. 10). A energia cin&ica de P e dada por 5 in i^w 2 . 
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Figura 9. TO 

Para urn corpo composio de massa puntiforme discreta, a energia cine/ica roiaJ e* dada por 

at - 'I + frSfi + ■ ■ ■ X 


(4) 


O somattfrio que apareee em (4) define o momenta de ine'rcia do corpo em relaeao ao eixo de rotacao consideradn. 
Se o Mo deigado icm densidade variaveJ / (jt, y\ zl fazendo considerables analogas as que foram feitas na Subsecao 
9.1,5, conclinmos que o momento de ine'rcia do Flo eni relaeao a ura eixo L e dado por 



(5) 


sendo 8(x, y, z) a distancia do ponto (x, y, z) de C ao eixo L. 

9.5.8 Exempfo 

Um arame (cm a forma de um scmicfrcu to de raio 4 T conforme a Figura 9. J I . Determinar seu momento de ine'rcia 
em relaeao ao diametro que passa pelos extreme* do arame, se a densidade no ponto (x, y)6x + y. 




1 — - 





Figyra 9J1 

Solucao: Uma equacao vetorial de C e dada por 

7 (/) = 4 cos 1 1 + 4 sen t j , ?e[0, ir]. 


Para usarmos (5) nccossitamos cncoiuriLi S ( v. v, z) . Como o eixo L coincide com o eixo dos x, temos B(x, y, z) = y. 


Entao, 


c 

TT 

= 1 16 sen 2 / (4 eosf + 4 sen/) 4dt 
o 

■■ 

= 256 1 (sen 2 / cos r + sen 3 /) J/ 
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= 256 
L024 


/ sen*/ cos*A] w 


- unidades de momcnto de inercia. 


9.1.9 Lei de Biot-Savart 

A Figura 9,12 mostra uma carga punti forme posiiiva q, movendo-se com uma velocidade v. Essa carga em 
mento origins mm campo magne'tico* cuja intensidade, em um ponto qualquer P, 4 dada por 

_ k q v sen 9 


sendo que k € uma constanle. r € a distancia dsPaqcff&o angulo formado por v e r. 

P 



Figura 9.12 

Veremos agora como dcierrmnar a intensidade, em um ponto qualquer P, do campo magnetico B, produzido 
todas as cargas cm movi mento em um circuito, 

Suponhamos que uma eorrente el&riea dc irnensidadc i cirtula um eondutor com a forma dc uma curva CVconfa 
a Figura 9. 13. Dividimos o conduior em pequenos elemcntos de comprimento ds. O volume de cada el e memo i d 
por 4 ondc A c a area dc slill sci^ao rcia. Se exist irem ji [jortadores de carga por unidade de volume, cada um de 
q, a carga lotal dQ, em movi mento no elcmento, € 

dQ = n q A ds. (6) I 

O conjunto de cargas cm movimento. no elements 6 equivalente a uma unica carga dQ, movendo-se com vcloejdafll 
v. Portaiito, em um ponto qualqucr P, o campo magnetico dB produzido por essas cargas tern intensidade dB dada par 


dB 


k dQ v sen $ 



Substituindo (6) em (7), obtemos dB 
to T de modo que 


Figura 9.13 

knq A d$ v sen fl 


Mas ji q v A £ a intensidade i da corrente do eten 
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A cxpressao (8) 4 chamada Lei de Biot-Savart. Ela nos da a intensidade, em urn ponto qualquer P, do campo mag- 
pStico dB. produzido pelo conjunio de cargas em movimento no elemento ds. 

A [[iterisidadc em urn ponin quidquef /'do campo niauiiolk-o rcsultante B. devido no cireuito coiiipl^io, J dada pela 
integral 

r i sen 0 



9.1.10 Exemplos 

Exemplo J : Seja um condutor da forma de t/ma espira circular de raio 2, percomdo por urna oonente de urtenSKfetfe 
r, como mostra a Figura 914. Encontrar a intensidade do campo magne'lico B T no centre da espira. 
Nesse caso ( re & s&o constantes: r - 2 e 0 — 90°. Entao, # = k j ^ tte. 



Figura 9.14 


Resolvendo a integral, temos 


B = Jt J ^ V ( 2 sen;) 2 + (2cos t) 2 dt = k^2dt = kni. 

0 0 

Exemplo 2: Um condutor Ecm a forma dc um uiariiudo rctfUuado lIc Lados 3, 4 i; 5. Uma corrente de intensidade t 
cireula o condutor, Determinar a intensidade do campo magnetic© resuliante B no v^rtice de menor angulo. 

A Figura 9,15 mostra o condutor que e fonnado por tres scu; memos retilineos C\ r C% e C 3 . 

A intensidade do campo magutmco B no ponto P 6 dada por 


. f i sen 6 _ f i sen 0 , , f i sen & 
B = kl—j—ds + k\—^—ds + ft J— tfs. 


Figura 9.15 

J K'vcnios L-uleukir as imcgrais ao longo de £ h C 2 e C> 
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Temos 


a) Ao longo de C,: Nesse caso, r — 4 — jc e sen & = 0. Portanto, 

Pi ' C k 

b) Ao longo de C 2 : Tarn be' m + nesse caso, sen & = 0 e, dessa forma. 


f I sen $ j 
}—^-ds = Q, 


c) Ao longo de C 3 : Confomie Figura 9. 1 6 h temos r = V4 2 + y 2 e sen 0 ■ / — ^ - \ 

V 4 2 + / 

O segmento C 3 pode ser parametrizado por 


?(i) = (3-3Q/, f e[O t l]- 


Portanto, 



Figura 9.16 


f i 1 sen $ , 
J— A- I 


VloT 


16 + 


if . = -Ml 

J Vl6+(3-3r) 2 [l6 + (3 - 3t) 2 ] 


12/ j [16+ (3 -3/)T 3/2 ^- 


A integral jp6 + (3 - 3f} 2 ] Jf2 dt € resolvida pela substitui^to trigonom&iica 3 - 3r = 4 tg $, Temos 

J -7^^- 12 'UVl6 + (3-30^0 

'7 (3-3) _ 3 \ 
VVToT (3 - 3) 2 Vl6 + 9/ 


4* 


3^ 
20 


Portanto, B 


3k ( 

20 ■ 
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9-2 Exerdcios 

No* excrcietos 1 a 19, calcular as integrate curvilmeas. 

1 . J (2jc - y + z) ds T ondc C 6 o scgmemo de reta 

c 

que ugaA(I, % 3) 45(2, 0, 1). 

2. J (3jk — Vz) i/a P onde Ceo arco de pai&bola 

c 

3 = y 2 ,x = 1 de/i(l,0,0)atf(l T 2,4). 

3. J xz ds, onde C £ a interseccao da esfera 

C 

jc* + y z + z 2 = 4 com o piano x = y, 

4. J I yl ds, onde C £ a curva dada por v = x 2 de 
(-1,1)3(1, 1). 


11. | (jc + y + z) ds t onde Ce o quadrado de vertices 

c 

M IMh U IX (0 t I, l)e<0, 0, I). 

f * 2 y 2 

12. \xy ds, onde C6 a elipse ^ + ^2 = 1- 

c 

13. f*j^(l - 2jt) ds, onde C a a parte da curva de 

c 

Gauss, y = e~* t A(0, 1 J 3X6 


14. 


f V ^ 
J Vl + 4xV 

™,de (0, l)a(l T l/2) 


y 0 , ds, onde C c' a curva dada por 
Vl + 4xY H 

1 


v(x - z) ds, onde C c a interseccao das superfi- * - f / 1 \ j , « , 

J 16* (* + y - 1) ds, onde C £ a parte da 11 


cies a 


6. J" + y) 0j,J de £^ fl iftteisecgao das superficies 

c 

Z = x 2 + y 2 e z = 4. 

7 . J 2# y ds T onde C & 0 arco da eirc unferenci a 
jc 2 + y 2 = 4de(2 1 0)a(l,V5). 

8. | a 2 ds, onde C e' o areo da htpocicI6ide 
c 

x ip +y w = q > 0 } * quadrante. 


J 1 + 

15. J (1*1 + \y\)ds> onde C 6 o rctSngulo formado 

c 

pelas retas X = 0, x = 4 y y - —ley= I. 

nterseccao 

das superficies z - * Z + y 2 e y = 1 que est& abaixo 
do piano z = 5. 

17. J (* 2 ' y 2 - z) ds, ondc C c' a intersecc5o das su- 

c 

pcificies V + y 2 + z* = 8*ez = 4. 


18. 


Jj> onde C d o triangulo da Figura 9,17. 


r(t) = 2{t - serw)? + 2(1 - cos/)/- 


1 2 

Figura 9.17 


1 9 , J _y 2 ds, onde C 6 a semicircunferSncia da Figura 9 1 S, 


TO* j (jc 2 + y 2 + jt) ^J, onde C e' a imersecclo das 
superficies^ + y + ^- ley = 2. 



Figura 9.18 
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20. Urn fio delgado e preso em dois suportes fixes de mes- 
ma altura, tomando a forma da catenana y — cosh x, 
— 2<x<2. Supondo que a densidade do flo seja a 
nicsina cm likIos os ponios, calcular u massa do fio. 

21. Dado urn aranie semicircular uni forme de raio 4 cm: 

a) Mostrar que o centra de massa esta situado no eixo 
de simetria a uma distancia de ~ cm do centre 

b) Mostrar que o memento de inercia em relacSo ao 
dia metro que passa pelos extremes do arame e 
SJkf, sendo M a massa do arame, 

22. Calcular a massa de arame cujo formato £ defmido 
pela interseccao do piano 2x + y + z = 4 com os 
pianos coordenados, se a densidade do arame em urn 
ponto (* T z) e* 2x + I. 

23. Determinar a massa de um fino and circular de raio 
2 cm, sabendo que sua densidade e constitute. 

24. Calcular o momento dc indicia em relacao ao eixo 
dos z de uma espira da helice circular uni forme 

r(f) = 2 cos/ 1 + 2 sen tj + tk. 

25. Um fio delgado tern a forma do segmento de reia que 
unc os pontos (1, 1) e (2, 4), Determinar o momento 
de inercia do fio em tela^ao ao eixo y = — 1 T supon- 
do que a densidade no ponto (jc, >) € proporcional a 
distancia desse ponto ate' o eixo dos y. 

26. Calcular o centra de massa de um arame com forma de 
um quadrado de vertices (0 t - 1 X (2, - 1 ) t (2> L ) e (0, 1 ) 
sabendo que a densidade no ponto (jr, y) & proporcional 
ao quadrado da distancia desse ponto ate a origin. 

27. Da-se a um arame a forma de um arco de parabola, 
conforme a Figura 9.19. Sc a densidade no ponto <r, 
v) c J proporcional a sua distancia ao eixo de simetria, 
calcular a massa e o centre de massa do arame. 



Figura 9.19 

28. Calcular a massa dc um fio dctjiado rcto de 2 m de com- 
fjriiiLL'nio a dcnskladc em cada ponto € proportional 
a distancia desse ponto a exlrernidade mais proxima. 


29. A Figura 9.20 mostra um fio delgado C e um eixo J 
Calcular o momento de inercia do fio em relacao 1 
eixo L, supondo a densidade constants. 


30. 


Figtira 9.20 

Um segmento retilineo de fio, de compriment© 
conduz uma corrente i. Mostrar que a intensidade 
campo magnetico B. associado a esse segmento 
uma distancia /?» toinada sobre a sua mediatriz (< 
Figura 9,2 1 ) t £ dada por 

2kit 


B = 


Figura 9.21 

31 . O fio mostrado na Figura 9,22 conduz uma corrente L 

Determinar a intensidade do campo magne'tico B no 
centro C do semicirculo, produzido: 

a) por um dos segmeisios de reta de compri men to /; 

b) pelo segmento semicircular de raio R; 

c) pelo fio todo. 


/"X 


-i— i 


Figura 9.22 

32. Uma espira quadrada dc lado a conduz uma corrente 
L Mostrar que a intensidade do campo magneiico B. 
no seu centro, e" dada por 

n 8\/2 k i 
B = . 
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9.3 Integrals de Linha de Campo Vetoriais 


A inleynil dir linhn on curviltriL-a att\ campo velaria] [arnbdm podc ser coiisiderada como uuta general i/.aejQ na- 
tural do conceit® de integral definida. Para compreender sua origem e utilidade, iniciamos explorando intuitivamcnte o 
conceito fisico de trabalho, 

Trabalho realize do por uma for^a 

Na Fisica, o irabalho realizado por uma forca constante /, para deslocar uma partfcula em linha re la, t defmido 
como o produto da component da forca da dircelo do deslocamento pelo deslocamento. 

Entao T con forme a Figura 9.23, se denotamos por w o trabalho realizado por / para mover uma partfcula de A atd 
B, temos 


Figura 9.23 

Vamos analisar agora , a no^ao itiais gerat de trabalho, supondo que uma partfcula se move ao longo de uma curva 

C sujeita a acao de urn campo dc fores* variSvel f. 

Supunhamos que a curva C: ~r(t) = (x(l), y(t), z(t)), t E [a, b\ seja suave e que / = f(x, y, z) seja continua 
nos ponios dc C Dividimos C em pcqucnos arcos e aproximamos cada arco por urn segmento retilfneo tangente a curva, 
como mostra a Figura 9.24. 


(\f\vosa)\ABl = \ ft\AB\cosa = f- AB. 


* 



a = 'i \ 



dado por 


Figura 9,24 

Alem disso, aproximamos a for^a variavel / que atua em arco generieo P f P^\ pela for^a constante / 
O traoa/ho realizado pela forca constante ao longo do segmento retilfneo tangente I curva no ponto P h 4 



nos di uma aproxiinaeao do trabalho total w\ realizado por / ao longo de C 


Calrulo B - Fun^a« dc van as vartiveis, integrals multiplas, integrals ajrviUneas e de superficie 

9.3.1 Defini^ao 

Sejam C: r(t) = (*(/), y(t), z(t))* t G [a, b] ¥ uma curva suave c / = / ( Jt, y, z) gra campo dc forcas conifnuo 
sabre C. O trabalho rcalizado por / para deslocar uma partfeula ao longo de C, de A at^ 5, £ definido como 


^ Podemos obserw que o somatorio da expresslo (1) £ uma soma dc Riemann da funeao de uma vari* 
/ ( r (f)) ■ r'(f) sobre [a, &]. Portanto, 


/ ( r(f)) ■ r'(f)<ff 


(2) 

9.3.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Calcular o trabalho realizado pela fore, a / - f — , — Y para deslocar uma partfeula, em linha reta. 
porno nU2) at<< 0(3, 4). V * ^ 

Solucao: Para calcular o trabalho, necessitamos de uma paramctrizacao da trajetoria C da partj'cula, que, nesse exemr. 
i o segmento de reta que une P(L 2) a Q0. 4), conforme a Figura 9.25. 
Uma paramctrizacao de C e dada por 

7{t) - (U2) + (3-1,4-2)* - (1 + 2/,2 + 2/),r<=[tU]. 



Figura 9.25 


Portanto. 


■ 

a 

■ [7-2-+-2-V 

j Vl + 2r 2 + It) 
o 

(ln(l +2i) + In (2 + 20) f 


In3 + ln4-]n2 

; In 6 umidades. dc trabalho. 
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Exemplo 2: Uma parti'cula movc-se ao longo da circunferencia x 2 + y 2 = 4, z = 2 sob a agio do campo dc forces 
f(x, y y z) - — onde r = xl + y~j + zk. 

Detcrminar o trabalho realizado por /, se a posicao inicial da parti'cula 6 P(2, 0, 2) c ela K move no sentido anti- 
horario, completando uma volta. 

Solu^ao: A Figura 9.26 mostra a trajetoria C da parti'cula. De acordo com a Subsecao 2.7.7. C pode ser reprcscntada 
pcla cqua<;ao vctorial 

r(t) « (2 cos 1,2 sent, 2), 0 =s / s 2tt. 


A ftmcfk) / que define 0 campo de forcas 6 


Figura 9.26 


-I 


Portanto, 


i 

= 71 5 : 2 77v2 (2 cos f, 2 sen f, 2) • (-2 sen f, 2 cosr, 0)d( 

) (4 cos 2 / + 4 sen 2 / + 4) 37 v ' 
o 

2* 

= | (~4 cos r sen / + 4 cos / sen t)dt 

o 

= 0 unidade de trabalho. 

A integral sobre uma curva C, como surgiu na defmicao dc trabalho. pode ocorrer em outras situacoes e € deno- 
minada integral curvih'nca do campo / ao longo de C. 

9.2.3 Dcfini?ao 

Seja C uma curva suave dada por r (t), t E [a, b]. Scja / = f(x, y, z) urn campo vctorial definido e limitado 
sobre C. A integral curvilinea de /, ao longo de C, que denotamos J / • dr. 6 definida por 

(3) 



scmprc que a integral a direita existe. 



Calculo B - Funics de varias variaveis, integrals multiplas, integrate curvilmeas e de superficie 


Quando a CUrva C 6 suave por partes, definimos j / * d t como a soma das integrals sabre cada parte suave 

C 

Se o campo / tern component** /,. f 2 e / 3 e r (/) - (x(t) r y{t) t z(t)), t E [a, b]> a integral curvilfnea de / m 
longo de C pode ser reescrita como 



A equacao (4) am sugere a notacao 

' 1 1 1 hi ii mmmr 

tradiciorialmLntc usaiLi [vhyi represeiffiar a integral curvilfnea de urn campo vetorial. 

9.3.4 Propriedades 

Na suhsucuu 9.1 .3 vimos as propricdudes da integral dc Linha de campo eschar/ As propriedades (a), (b) e (cj p» 
manecem validas para a integral de linha de urn campo vetorial /. A propriedade (d) e subslilufda por: 

7 ■ rfr = ~\l ■ 

-c c 

Ale"m dessas propriedades, convert] destacar a relaclo existente entre a integral de urn campo vetorial e a integral 
de um campo escalar, Temos a seguinte proposicao: 

9.3.5 Proposicao 

Seja / um campo vetorial continuo, definido sobre uma curva suave Ci r (f) = (x(t), y(t), z(t)), t £ [a* b . Se 
lia componente tangenciai de / sobre C isto e\ Ti a componente de / na direcao do vetor tangeme unitMo de C 

temos | / ■ dr — j T ds. 

c c 

Prova: Seja u {/) = ^ o vetor tangente unitMo dc C. A componente tangenciai de /, que pode ser visualizada 

I ''(01 

Figura 9.27, € dada por T = \f | cos 6. 



Figura 9,27 


Como o vetor u 6 unitario, podemos escrever T = \f\\u \ cos# — f • u- 


Cap I into 9 in tegrafs airvrffncas 


Portanto, usundo a formula da Sccan 9. 1, icmns 

ft 

\TdS= | 7(^(0^(0^(0) \r'{t)\dt 

c ■■ 

b 

= {[7(^(o^(o,z(o)'«(o]l^(ol 


l L i r (f) i 

|7(x(o^(o^(o)^'(o^ 

m 

If**? 


\r{t)\dt 


Essa proposicao nos permits fazer uma analise da integral tie linha de urn campo vetorial em diversas situates 
pniticas, como segue : 

1 ) Se, em cada ponto P da curva C o campo / 6 perpendicular a um vetor tangenfe a C em P, a integral de / ao 
longo de C sera nula, Em particular, se / e J um campo de forcas, sera nulo o trabalho realizado por / ao longo 
deC 

2) Sc o campo / e* o campo de vdocidadc dc um lluido em movimcnlo, a componente tangeneial de / determi- 
ne um fluxo ao longo de C. Se a curva C e" fechada, a integral de linha de / ao longo de C, que denotamos 

^ / • 7, mede a tendencia do fluido de circular em torao de C e e" chamada circulate de / sobre C Em 

particular, se C € uma curva plana e o campo de velocidade e perpendicular ao piano que concern C\ a circu- 
lacao scrd nula. 

9.3.6 Exemplos 

Exemplo 1 : Calcular J (2xdx + yzdy + 'hzdz) ao longo da: 

c 

a) paribola z = x\ y = 2, do ponto AfO, 2, 0) ao ponto #(2, 2, 4); 

b) linha poligonal AO B, onde O 6 a origem. 

Solueao de (a): A Fijmra 9.2 8 mostra o caminho C dc integraeao. Fazendo x - f t obtemos as equaeoe* paramdtricas de 
C, dadas por 

v = t y = 2 2 = re[0, 2], 

Utilizando a equacao (4), vem 


J/ *dr = J (2/ ■ 1 + 2t 2 ■ 0 + 3r- ■ 2?) <ft 


28. 


Ohservanios qtie, nesse irem 5 podenamos fer usado coitio para"me(ra a varMve/ jt P ja que para parametria C the- 
mos x = t. 
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SoJucao dc (b): A Figura 9.29 mostra o caminho C de integracao^ Como o caminho nao t suave, vamos divjdi-lo cm 
dois pedals suaves C, e C 2 . 


y 


Figvra 9. 29 

O caminho C, tern equacao vetorial 7 (f ) = (2 - 2/) / p f G [0, 1], 
PurLiintu, uLili/urtdn a cc|uu(i£n (4), itimos 


Frgura 9.29 


0*0+ (2 - 20 ■ 0*0 + 3*0*0]<ir - ft. 


O caminho C 2 tern cquni^Lk) vctoriaJ 

7(0 = 2/7 + 2t~j + 4f? f r € [0,1]. 
Portanto, utilizando a equacao (4). temos 


]P&* | [2 * 2m 2 + 2:* 4t > 2 + 3 ■ 4t • A dt ■ 


ion 

3 


Logo, 


| [2 xdx + yzdy + 3zdz] = j [2jc^jc + yzd}' + 3zrfz] + J [2jk/j + yzdy + 3z<fr] = 


100 
3 


Exemplo 2: Cakular j / * f/7 T sendo / = (xz, xy, yz) e C o caminho pohgonal que une o ponto A(l» 0, 0) i 
ponto 5(0, 2, 2), passando'por Z>(1, 1,0). 

5oluc.3o: Para calcular a integral, dividimos C em dois caminhos C L e C 2 , conforms a Figura 9.30. 
O caminho C- tem eqtiacao vetorial 

7(0 L I +*/, fE^l]. 
Portanto, utilizando a equacao (3)* temos 

l l 
[/•<*?- |(l-0 T l-/,/'0)-(0,l > 0)^= |f^ = |" 
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Figura 9.30 

0 caminho C 2 pode ser representado pda equa^ao vetorial 

r(t) = (1 - /)7 + (1 + 07 + 2/£, < G 

Portanto. utili/ando a equacao (3), vem 
l 

/ . d? = - 02/, (1 - 0(1 + 'Ml + 02/] * (-M, 2)^ 
l 

- |[(2/ - 2i l )(-l) + (1 - t 1 ) ■ 1 + (2r + 2r 2 ) -2]dr = y 
o 

Logo, 

c c, c, 

Exemplo 3; Cateular o trabalho reaUzado pelo campo / — J« _^ 2 ^ P^ 3 deslocar uma panic u In ao 

tongn da semicircunfer^ncia x 2 + y 1 - 4, y 5: (1 no senti- * ^ * 
do anti-toorario, 

Solucao; Nesse exempLo* podemos verificar que, em cada ponto de C, 0 campo / 6 perpendicular ao vetor tangente 

unitirio de C (ver Figura 9-31). Portanto T a components tangential do / sobre C & nula e, dessa forma, pel a proposicao 
9.3,5, conclufmos que 



Figura 9.31 
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Excmplo 4: O campo de velocidade de urn fluids em movjmerito 6 dado por 

v = (-y,x), 

Calcular a circulate do fluido ao redor da curva fechada C = Q U C 2 U C 3 , vista na Figura 9.32. 



Figura 9,32 

Solu^ao: A circtilacao do fluido ao redor dc C £ dada por 

J v * dr = f v • cfr* + | v - dr + f v ■ ■ r/ /, 

C C, c a c, 

Antes de passarmos ao calculo dcssus integrals, e intercssante analisar a representacao gcomctrica do campo vetoriat 
v (ver Figura 9.33), Podemos observar que. em todos os pontos dos caminhos C\ e Cy, o campo v e normal a C. Portamo, 
paracssts caminhos. ll components [iingenciiil de f e nui.i. H:l propositi *). 1.5, segue que 


^v-dr=0 e Jv-£ n. 



Y 



\ 



Figura 9.33 

Basta, entao, calcular | y - d7. 

Como uma parametFizac.ao de C 2 tf dada por r(r) = (1, /)» r ^ [1* 2], usando a equacao (3) t tcmos 
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(-(,!)■ (0,1) 


Logo, a circulagio do fluidn em lorno de C e igual a i. 


9.4 Exercicios 

1 . Calcular o trabalho realizado pel a foica 

7-f— .— ) 

para deslocar uma particula cm linha reta do ponto 
P(X 4> at^ OK 

2. Determinar o irabaJho realizado pela foic^a 

para deslocar uma partfcula ao longo da curva y = 1/* 
do porno ( 1, 1) ao ponto {% 1/2). 

3. Determinar o trabalho realizado pela forca 

para deslocar uma partfcula ao longo da poligonal 
que unc os pontes A(0 t 0, 0), B(0. 1,0), CtC 1. I } c 
D([, i t 1) no sentido de A para D. 

4. Determinar o trabalho realizado pels forca constante 

/ = i + / para deslocar uma partfcula ao longo da 
reta x + y = 1 do ponto ,4(0, 1) a B(l, 0). 

5- Calcular o trabalho realizado pela forca / = (y, z, x) 
para deslocar uma partfcula ao longo da tiClice 
7(t) = ( cosf, sen f, 2t) de t = 0 a t = 2ir. 

6. Calcular o trabalho realizado pela forest 

/ = 21 + xj + zk sobre uma partfcula ao longo 
de C, que £ mostnido na Figura 9.34. 



7, DetenninLir o trabalho real i /ado pela loa;;i 

J(x> y, z) = (y, J, £ 2 ) para deslocar uma partfcula ao 
longo da helice dada por r (f) = (2 cos 1. 2 sen /. 2/) 
do ponto A(2 t 0 t 0) ao ponto 5(2 t 0 t 4ir). 

8- Urn campo de forcas e" dado por 


/(.V. V) 


\r\ 


Figura 9.34 


oitde r = (jt, y). Sob a acao desse campo, uma 
partfcula desloca-se sobre a curva x 2 + Ay 2 - 16, 
no sentido anti-horario, do ponto A(4 t 0) ao ponto 

fi(0. 2). Determinar o trabalho realiziido por / nesse 
deslocamento. 

9, Urn campo 4 formado por nma fore, a /, de modulo 
igual a 4 unidades de fore, a, que tern a dire^ao do 
semi-eixo positivo dos x. Enconlrar o trabalho desse 
campo, quando urn pernio material descreve, no senti- 
do horario, a quarta parte do cfrculo x 1 + y 2 = 4, 
que esta no I u quadrante, 

10. Encontrar o trabalho de uma fore, a variavel, dirigida a 
origem das coordenadas. euja grande/a e pmpor- 
cional ao afaslamento do ponto em rela^ao h origem 
da* eoordenadas, se o ponto de aplicacJLo dessa fbnga 
descreve, no sentido anti-horario, a parte da el ipse 
X" y 2 

'— + — = 1 no l u quadrante. 
4 lo 

\...-. L-voiviL-Los II a I7,ddcnmnar a integral Lurvilmeado 
campo vetorial ao longo da curva C dada, 

11. f(x,y) = (\x\ T y)\ C € o quadrado de vertices 
(-K -1), (- I, 1 ), ([, ]).(!, - I) no sentido anti- 
horario. 

1 2. / (x t y, z) = (* 2 > xz); C e" o segmemo de reta 
que une o ponto A(2, 1, 0) ao ponto B(0, 2,2). 

13. /(x.y) - (jc 2 y, xy)\ C6 o arco da parabola x = y 2 t 
do ponto (0, 0) ao ponto (4, 2). 

14. / (x y y) = (x 2 y, xy); C 6 o segmento de reta que 
une o ponto (0, 0) ao ponto (4, 2). 
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15. / (x, y, z) = (x, y, 2); C £ a inter seceao das super- 
ficies x 2 + y 2 — 2y — 0 e £ = 3? orientada no scnti- 
do anti-horaYio. 

1 6. /(jc, >") = (]jc|, C d a curva dada por 

17. - ( - yz, Jtz, ^);C6a elipse 
x 2 + 9> 2 = 36 no ponto z = 2 T orientada no 
sentido anti-horirio. 

Nos exerefcios J 8 a 25, ealcular as integrals cumlfneas 
dadas: 


18. J [xdx + ydy], onde C 6 0 tri^ngulo de vertices 
c 

{G\ 0), (0, I) e (1> 1) no sentido anti-horario. 

19. J \x\dy> onde C€o segmenlo de rela x = 2y — 1 do 

c 

ponto A{-% -1) ao ponto BiU 1), 

20..|[jc 2 ^ + y 2 dy +■ z*dz], onde 0 aroo de helice 
c 

cular dado por 7 (/ ) = (4 cos t t 4 sen 1, 8r) s r G [0, 2.ir]. 

21. f[&r + j«fy — xdz], onde C d a inlerseccao das 

c 

superficies >■ + z = 8ei I + y I + ^- & = 0. 
Con&iderar os dois possfveis sen lidos de pereurso, 

22. f [<fjc + dy + d£j onde C£ a intersect, ao das super- 
c 

ffcies y+z~5ez = 4-* 2 do ponto 4(2, 5 T 0) ao 
ponto B(-2 t 5, 0). 

23. ||>rfjc + ydy + xdz], onde C € a intersecciio das 
c / 

superficies z - V* 2 + y 2 e x = 2 do ponto 
^4(2, - Vl2, 4) ao ponto B(2, Vl2 t 4), 

24. J + zdy — xydz] f onde C£ dado por y — sen xi 

c 

z = 4; x <= [0, 2w]. 


a) o segmento de reta de (0, 0) a (— 1, -2); 

b) a trajetdria parabdlica y = -2j 2 de (0, 0) a 
C-l, -2); 

c) a poligonal de (0 t 0) a (0, 1) a (-1, -2). 

27. Calcular a integral do eampo vetorial / = {2xy f x 2 , 3-». 
do ponto ,4(0, 0 T 0) ao ponto B(i, 1 , 2), ao longo dos 
seguintes caminhos: 

a) segmento dc rcta que unc os pontos dados; 

b) interseccao das superficies z = x 2 + y 2 zx=y\ 

c) poligonal A C B Y onde C = (3, 3, 1). 

28. Resoiver o Exercicio 27 para / = (3xz< 4yz, 2xy). 

-*■ 

29. Calcular a integral do campo vetorial / = {-y, x) 
ao longo dos seguintes caminhos fechados, no senti- 
do antUhorario: 

a) eircunferfincta dc centre na origem e raio 2; 

b) elipse x 1 + 36y 2 = 36; 
e) triangulo de vertices (1 T I), (— l f 1 ) e (0. — 1 ), 

^ ir " 30* Resoiver 0 Exercicio 29 para / - {xy 2 , x 2 y). 

31, Calcular a integral / = | {e*dx + zdy + cos. ydz) 

c 

ao longo dc C T que 6 mostrado nas figuras 935. 93t 
e9.37. 


2 5. v c*U}x, onde C € dado por y = x\ x e [- 1, 0], 


26. Calcular a integral / = [xe'dx - (x + 2y)dy], 
onde C d; l 


Figura 9.35 



Figura 9.33 
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Figure 9.37 

32. O tampo de velocidade de um fluido em movimento 
€ dado por v - (x, —y). Calcular a circulacao do 
fluido ao red or da curva fechada C - Cj U C 2 U C Jt 
onde 

Cf segmento de ieta de A(Q t 0) e fl{ 1 , 1 }; 

C 2 : pane da curva 4* 2 - 12* + Ay 2 - By + 12 = 0 
doponiojB(l, l)aC(2 t I); 
scgmeuto de reta CA. 

33. O eampo de velocidade de um fluido cm movimento 
c dado por v = (2xr, 2y t - Calcular a circulacao 
do fluido ao redor da curva fechnda C\ scudo Cdada 

por r (f) = cos/ 7 + semj + 2ft, j G [0, 2*4 

34. O campo de velocidade de um fluido em movimenlo 
€ dado por v = (2x, — y). Cttlcular a circulacao do 
fluido ao redor da curva fechada C = Q U C 2 U C 3 
representada na Figura 9.38. 



Figura 93B 

35. O campo de velocidade de um fluido em movimento 
€ dado por v = (y, —x). Deterniinar a circulacao do 
fluido ao redor do triangulo de vertices A(0, 0), #(2, 
0) e C(I 2). Qua I o semi do cm que o fluido gira ao 
redor da curva dada? 

36. O campo de velocidade de um fluido em movimen- 

la 6 dado por v = -— , onde r = (x, y), Deterrrii- 
\ T \ 

nar a cireulacJo do fluido ao redor da curva fechada 
fbrmada pclos segmentos ~AB e AC, MX 0), 5(0, 1) 
eCI-2, 0) e a semicircunferencia 3? - — V4 — jc 2 . 

37. O campo de velocidade de um fluido em movimento 

e dado por v = 3/ + fc. Detenninar a circulacao do 
fluido ao redor do quadrado de vertices A(0, 0 T 0), 
8(2, 0, 0), C(2, 0, 2) e D(0, 0 a 2). 


9-5 Integrals Curvilineas Independentes do Caminho de Integragao 

Para introduzir as integrals curvilfneas independences do caminho de intcgracao, vamos anaiisar o Exemplo I da 
Subsecao 9.3.6 e o exemplo que segue. 

9.5.1 Exemplo 

Calcular J [sen xdx - 2yzdy - y*dz] ao tango de C, de A(0, % 0) attf 3(2, 2 t 4), onde C: 

c 

a) 4 a paribola z = x 2 > y = 2. 

b) <<a poligonal AMB r M(l, 0, 0). 

Solucao de (a): A Figura 9.39 mostra o caminho Cde integracao. Usando jr como parametro, temos 

2 

J [sen xdx - 2yz dy - y 2 dz] = j [sen * ■ 1 - 2 ■ 2 ■ jc 2 ■ 0 - 2 Z ■ 2x] dx = - 15 - cos2. 
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Figura 9.39 

Solucao de (b]i O caminho Cde inregra^ao pode ser visto na Figura 9-40. 

Para calcuiar a integral, dividimos C em dois caminhos, C x e C 2 . O caminho Cj lem equagao vetorial 

7(0 =/7+ (2 -20 7, f£[0-H 



Figura 9,40 


Temos, entao, 

| (sen x dx - 2yz dy - yMz) 


i 

= J[sen / - 2(2 - It ) - 0 • (-2) - (2 - 2i) 2 ■ 0] dt 
D 

1 

■ | sen tdt 


= - c os 1 + 1. 

O caminho C 2 tern equagao vetorial 

r{f) ~ (1 + f) / + 2tj - Mk. t G |(L IJ. 
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Logo. 

(sen x dx -~ lyzdy - y 2 dz) 


= j [sen (1 + 0 - 2 ■ 2i - At - 2 - (2t) 2 ' 4]dt 
o 

= - cos 2 + oo® 1 — 16. 

Portanto, 

J (sen x dx — 2yzdy — y 2 dz) = J (sen x dx - 2yzdy - y 2 dz) + J (sen x dx — 2yzdy - y 2 dz) 

= - cosl + 1 - cos 2 + cosl - 16 
= - cos 2 - 15. 

Observando os dois exemplos cilados, vemos que. no prime iro. a integral J / ■ dr foi calculada de A ate B ao 

E c 
IcuhMi tie *Jois omijihns iJistinlo.se os tesLiUado.s enirt 3 rn ratios forum diterenle.s. No seguiido exemplo, u integral duda foi 

calculada, de A ate' fl, ao longo de caminhos distintos, no e man to os resullados encontrados foram iguais. Temos a 

seguinte definicjo: 

9.5.2 Definicao 

Seja / urn campo moria] conlinuo em utn domlnio P do espaca A integral 

c 

6 dita independence do caminho de mtegraejo em D se, pEira qnalqucr par de ponto.s A e B cnt D. o valor da integral 6 o 
mesmo para lodos os caminhos em D, que iniciam em A e terminam em B. 
Pode nos ocorrer uma scrie de perguntas; 

a) Coino identificar uma integral de linha inde pendente do caminho de integracao? 

b) Podemos ealculy-ta eonhcceiulo upeims os pontos ,4 c If? 
e) O que aconteeerd se o caminho de integragao for fechado? 

Essas perguntas sao respondidas com au&ilio da definicao 6.9. L teorema 6.9.3 e os teoremas que seguem. 

9.5.3 Teorema 

Seja u = u{x, y, z) uma func,ao diferenciavel em urn dommio conexo U C IR 3 tal que / = Vu € contmuo em U. 
Entao, 



para qualquer caminho C em U\ unindo o ponto^ ao ponto B* 

Pruva; Scjam A c B dois pomos quaisqucr cm U. Vainos unir A e li por meio de urn caminho suave C- Seja 
?(/) = (x(t) k y(t)« z(0 )> 1 [ a -> b\ uma parameirizacao de C. Entao, 


J / . d? = jvu*dr = Jv M [7(r)] ■ ?>{t)dt. 
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Seja g(t ) = u[r{t )], f € [a, b]. Pela regis da cadeia, temos 

dx ^ du dy | du dz 
g ^ ~ Bx di * by ' dt dz dt ' 

sendo que as derivadas parciais de u sao calculadas no ponto (x(l), y(f )♦ Portanto, g'(l) = Vu[r (t) ■ 

Como / = V« £ contj'nuo e C6 suave, g'(0 d conlmua em [a, b\ Podemos, entao, aplicar o teorema fund" 
do calculo e escrever 


c 


I 

(A 

= *(0 

= tfflb)] - «[>») 
= -11(A), 

Gbservamos que, se o caminho entre AcB fosse suave por partes* fariamos a mesma demonsiracJo sobre cada pane 


9.5.4 Exemplos 

Exemplo 1 : Calcular a integral J / - d r\ onde / 6 o campo vetorial do Excmplo 1 da Subsec.ao 6.9.6, ao long© Ac 

c 

qualquer caminho que une o ponto A{0, 0, 1 ) a B( 1 T 2, 1 ), 

Sulucau: No Exemplo I da Subsecao 6-9-6, veritlcamos que 

/ = (yz + 2)7 + (jcz + 1)7 + (xy + 2z)k 

€ o gradiente da funclo u = xyz + 2x + y + z 2 + C. 
Usamdo o teorema 9.5.3* escrevemos 


[(yz + 2)dx + (xz + l)dy + (xy + 2z)dz] = u(l N 2 t 1) - u(0 t 0, 1) - 6. 


Exemplo 2; Verificar que o campo vetorial / = sen xi - 2yzj — y^k, do exemplo da Subsecao 9.5. 1, e i 

campo conservative em IR 3 . Calcular J / • d? ao longo de qualquer caminho C de /t(0> 2, 0) ate' if (2, 2. 4). 
c 

Sofucau; O campo vetoml / e urn campo taJ que f L , f 2 c f : , sao funcoes contmuas que possuem derivadas parciais 
I s " ordem contmuas em IR 3 , Como 


-2J\ 


/ admite uma funcao potencial u T ou seja T / £ um campo conservativo. 

Para calcular a integral dada, vamos determinar uma lun^ao potencial u = u(x, y, z) de /, Para isso. proci 
de forma analoga aos exemplos vistos na Subse^So 6,9.6, 
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du tin $u , 

— - sen — = -2yz e — = - v ■ 

[megrando a primeira equagSo em re]a£ao a jr. obtemos 

u = Jsen x dx — - cosx + o( y, 

<5u da 

Derivando esse- resultado em rclacao a v c usmulo ji ipuUbde — = -2y& vem — - - — = -2yz. 

dy o_y 

Portanto, 


a = j-2yzdy = -zy 2 + b(z). 


SubsEiiuindu esse resultado m expressao de u, obtemos 

u = - cosx - zy 2 + b(z) m 

Bit m 

Dei i\ L»MiJo esse K-suliatki eni ivLlcllh a : c LiSiindo - - y% vein 

a* 

db 

— = 0, b = C,C constante. 
dz 

Finalmente, obtemos u = — cos.r — zy 2 + C 
Logo, 


(sen ^^x - 2>zdy - yW) = "(2,2,4) - u(0,2 t 0) = - cos 2 15. 


9.5.5 Teorema 

Se / = {f x , f 2 ,h) C urn campo veronal cormnuo em urn dominio conexo U C ZR 3 , slo equivalentes as tr£s afir- 
macoes seguintes: 

a) / i o gradient? de uma funcao potencial uem (/ ( on seja, / e conservative em U. 

b) A integral de Unha de / e indepciidenic do caminho de integrate em U r 

e) A integral de linha de / ao redor de todo caminho fechado simples em U e igual a zero. 

Prova parcial: Vamos demonstrar que (b) implica (c), (c) imp] tea (b) e (a) implica (c). 
(b)*(c). 

Vamos supor que a integral 

\hdx + f 2 dy + hdz] 

c 

€ independente do caminho de inicrprelaeao em U, 

Seja C urn caminho fechado simples em V. Dividimus C em dois pedacos C x e C 2 , conforms a figura 9.41. 
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Fig ura 9.41 


Entjo, 


\{fidx + f 2 dy + hdz) ~ J [/,</* + fey + hdz) + j\f t dx + fjfy + hdz). 
c c, c t 

Como a integral € independente do cam mho de inlegra^au. usando a propriedade (d) da subse^ao 9,3.4, podemos 
escrever 

j\fidx + f 2 dy + f 3 dz) - J \ftdx + f 2 dy + hdz] = - jfadx + f 2 dy + f^z]. 


Portanto, segue que 


(c)^(b). 


/ft 


,dx + f 2 dy + hdz] = 0 


Vanios supor que f^/j-rfjc + f 2 dy + hdz] = 0 ao longo de qualquer caminho fechado em U. 
c 

Sejam P e Q dohs pontes quadsquer de U e C| e C 2 dois caminhos em V que unem Pe Q e n3o se interceptam (v 
Figura 9.42). Entao, C = C t U -C 2 d urn caminho fechado simples. 



Temos 


Figura 9.42 

JlA* + + fM + | [jfofc + Mr + Aft] - | [hdx + / 2 <fy + = 0. 


Portanto, 


J [fid* + hdy + fyiz] = - | Wx + hdy + fyk] = J [fid* + fyiy + /^]. 


-A 

Se os caminhos se imereeptam em urn ponto Af (vcr Figura 9 A3), podemos dividir as caminhos C, e C 2y aplicar a 
propriedade (c) da Subsee,ao 9,13 e usar o raciocmio anterior sobre cada parte. O mesmo raciocinio 6 valido para um 
numero finito de intersecc.oes. 

Logo, 


jf/idx + f%dy + fydz] 6 independente do caminho de integrate em U, 



Figura 9*43 

(*)-»(c). 

Sc / 6 o gradients de uma funcau poleiicial u em L r . pelo leorema 9.5.3, temos 

jf>dr=u{B) -u(A), 

c 

para qualquer caminho C em U de A m6 B, 

Se o caminho C for fechado, o ponto A coincide com B e portanto, 

I / ■ d7 = 0 

c 

9.5.6 Exemplos 

Exempli) 1 : Verificar se / = (e £+y + 1 ) i + e J£+> / £ um caminho conservative em IR 2 . Em case afirmativo, calcular 


I? 


dr 


(J.O) 


(1,1) 

sendo que a nutacao j* signifies integral de linha ao longo de qualquer caminho de (1 T 0) a { 1 , 1 '). 

SuJuc.uo: O campo vetorial / i um campy Sal que fi c f 2 sao funcfes contmuas e possuem derivadas parciais de 1 * ordem 
conthnuis cm IR\ 
Como 

Bf df -» -* 

— - = — - = e' + Y y f admite uma mncao potenciai u, ou seja r f e" um campo conservative. 
9y dx 
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Poitanto, pelo teorema 9.5.5, | f ■ dr £ independents do camLnho de integrate em IE?. Para cakular a integral. 


vamos eneonLrar a fuiigao poleiieial u e usar o leorema 9.5.3. 
Temos 


au- 
to 


= e* + > + 1 e 


dy 


Bu 


lntegrando — = e x+y 4- 1» em relac.ao a jc, vem 
ox 


u = + l)dx = e x+ 


> + x + a()0 t 


Derivarido esse resultado em leiacSo a v e usando a igualdade ^ = e x+y t vem 

dy 

*L_^f + o + ^-.^ 
ay dy 


Obli-mus, enlao, 
Logo, 


dy~ 

u = e * + y + x + C. 
(i.J) 


0*4 = C C Constance, 


| J-d7= | [(r?* + > ' + 1) dx + e*+ y dy] 


(1.0) 

= u(M) w(l T 0) 
- * 2 - e. 


Excmplo 2: Determinar o trabalho realizado pela fbrc,a 


7 = (yz + i) i + + 1)/ + (*y + 1) t ( nodeslocamentoj 


a) ao longo da poligonal ABCDE da Figura 9.44a; 

b) ao longo do caminho fechado da Figura 9.44b. 




Figura 9.44 

Soiu^ao: E conveniente verificar, irticialmertte, se / 6 conservative. Em caso afirmativo, podemos usar 05 
9,53 e 9,5.5. 
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O campo de for^as / 6 tal que f u f 2 e / 3 sao funcoes continues que possuem defivadas parciais de l a ordem con- 
t in u as em IR\ t onto 


3> 3* ' dz dx y 


Bf 2 = df ? 
dz dy 


f admiie uma funcao pofencial u, isto 6, f 6 urn campo de forcas conservativo. 

a) Para revolver esse item, vamos encontrar uma funcao potencial u de /, Temos 

— = yz + 1, — = jcz + 1 e — = X y + 1. 

a* dy 7 

Jntegrando — - yz + 1 em relacao a x, obtemos 
dx 


u = J(yz + 1) dx = yzx + x + a{y+z) m 


du 

Derivando esse result ado em relacao aye usando — — xz + l s vem 

dy 


du , rt -to 

— = xz + 0 + — 
dy dy 

dy 


1 


Jdy=y+b( 


Subsliluindu esse valor na expressio de u, temos 

u = xyj + jt + y + &(^). 

Derivando esse resuftado cjii re J Ltc lU i a " e usando = xy + l t vem 

am dh 
Trxy + 0 + 0 + _ = xy + h 

z + C\ C constants 


Logo, a funcio potencial 6 dada por 


Usando o icorcrna 9.5.3, vein 


i = jdz 
u = xyz + x + y + z + C. 


\ 


f-dr 


c 


£1.1.0) 


= h(4,5,5) -«( 1,1,0) 
: 112 unidades de irahalho. 
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Ohscrvsmios qui: o Lmbalhu podcrm ser calculado dirctamcnic, usando a cxprcssfio (2) da Subsi-cuo 9.3.1, au 1< c r 
de quaJquer cam mho de A ate' E, Podenamos tomar, per exemplo, o segmento de reta AE. 


b) w = j f * dr 

c 

— 0 unidade de trabaLho, ja que a curva € € fechada. 


Exemplo 3: Calcular 


^ 2 + dy | sendo que C e* dado na Figura 9.45. 


Sulucao: O campo vetorial / 


jj ja foi analisado no item (c) do exemplo da Subsecao 6.9.4. 


Esse campo e' conservative em qualquer domfnio simplesmente conexo que nao contcm a origem. 

a) Para a curva Cdada na Figura 9.45a nao encontramos diliculdades. pois C esta contida em urn dommio sim- 
plesmente conexo que nao conte'm a origem. 
Portanto, pelo teorema 9.5.5, Temos que 


b) Para a curva C dada na Figura 9.45b nao podemos aplicar o teorema 9,5,5, Ncssc caso, para rcsolver a inte- 
graL vamos paramctrizar a curva C e usar a Equacao (4) da Subsecao 9 J. 3. 
Temos 

C: T(t) = 2cosr i + 2 sen t j t e [0, 2tt] 




Figura a .45 


Entao t 


Como o resultado dessa integral foi diferente de zero, a integral de / em urn domfnio V que contem C depende da 
cam mho de integracSo. 

Voltando ao item (c) do exemplo da Subsecao 6,9,4, podemos afirmar que / nao e conservativo no domfnio 
A = {(*,y)[l<Jt 2 + v 2 <16}. 

c) A Figura 9.46 mostra um domfnio simplesmcnte conexo V, que contem C da Figura 9,45c e nao contem a 
origem. 
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Figura 9.46 

Enrao, para calcular a integral ao Longo de C, podemos encontrar uma funcao potertcial u de / em U e usar o tco 
rema 9.5.3. 

Temos 


$u _ — y 


■ : <u 


(2) 


[ntegrando ( 1 ) em rela^ao a .v. obiemos 


- y x 
2 - — 2 dx = -arctg- + a(y). 


DcrivLLiiiio esse res till ado cm retaeao av e usando (2), vein 

x da 


du _ 

dy x 2 + y 2 dy~ x 1 + y 2 
da 


dy 


0, a = C t C constants. 


Obtemos, enlao, 


Logo, 


u - -arctg- + C = a rctg Z + C. 
y x 


J[^Ty^ * sT? d *} = w < fl) - uW " atctg2 - ? 


9.6 Exercicios 

1. Verificar se o campo de forcas / £ conservative Em b) / = (ycosxy + ye* y ) i + 
caso aftrmativo, determinar uma funcao notencial para 
esse campo e calcular o trabalho que ele faz sobre lima 

panfcula que se desloca dci4(l, — l t 0) a 8(2, 3> 1), c) / = (yz + cos x) i + 

a) / = (2yV$ 3A 2 z, y 3 * 2 + y) ( xz - sen y)J + xy k. 


(x cos xy + Jce JV ) } + k 
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2. Vcriflcar se o campo vetodal dado c J conservative. Em 
caso positive*, determinar urna fun^ao potential para 

/ e o valor da integral | f • dr, 

onde a, fr T c £ IR. 

a) /(*> y, z) = {yz, *z + 8y, xy) 

(x + y + (x + y + z) 4 3 ) 

c) / (.r T y, z) = <3* 2 + y, 4y 2 + 2x, 8xy) 

d) / (x t y t z) = cos y + sen z ) , 

- e* sen y, e'eosz) 

e) 7(jr,y,2) = (2x,2y,2z). 

3. Calcular a integral j / * dr $ onde / e" o campo veto- 

c 

rial dado, ao longo dc qualquer caminho que une o 

ponto A(l, 1,0)3 8(1,2, -1). 

a) / = (sen x + 2y) i + (2x + cosz) / 

(z - y sen z)k 

b) / = (e* + + (e> + z)l + 

(2*^ + y)k 

c) 7 = ( 2 * 2 y + y 2 + z) i + 

Qx 3 + 2xy + z^jj + (jc + 2yz)* 

4. Verificar que as integrals sao mdependenles do ca- 
minho de integrate e determinar seus valores. 

a) | (xrfx + ydy) 
O.i) 

an 

b) | ( — cos y rfx + sen y efy) 

<D.O) 


c) | (2#ytf* + r-rfy + 2dz) 

(2,2,3) 

d) | (rfy + rfz) 


e) | [2* sen z rfx + fa 3 - e^dy + 

(x 2 cosz + 3yz 2 )dz] 
(i.i.i) 

0 | [e y dx + (xe* + e z ) dy + 


(-1,0,0) 


(y^ - 2e~ 2t ) dz] 

(».i) 

g) J (e r cos v rfx + c* sen x dy) . 


5. Calcular f • d7, onde f = f / — — -- 

) J J \x 2 + y 2 x + 

c 

ao longo dos segui rites cam mhos: 

a) circa rifere tic ia de centre em (4 t 4) e raio 2, 
senlklo ami-hnrtirio; 

b) poligonal A BCD* com A(1, 0), l) T C(2, 1) c 
D(2, 2), de A akS £>; 

c) quadrado de vertices A( l t 0), B(2, 0), Cl I 
D(2, - - 1 ) no senlido anti-horaiio; 

d) circunferencia de centro na origem e raio 4, 
sentido anti-hor&rio. 

6. Calcular j[(2xz + y 2 )dx + 2xydy + x 2 dz], oodc 
C ^ a intersec^ao das superficies z = .t' + >" e 

JC + y = 2 do ponto A(2, 0, 4) a 8(0, 2, 4). 

7. Determinar o trabalho rcalizado pcla for^a conserve 

tiva / = (yz, xz+ xy + 1 ) nos seguimes desloc*- 

mentos: 

a) ao longo da elipse x 1 + y 2 /4 = 9, no sentido 
anti-horario, do ponto A(3, 0) a fi(0, 6); 

b) ao longo do arco de parabola x = y z — I, z = Z. 
do ponto A{- 1, 0, 2) ao ponto S(3, -2, 2); 

e) ao longo do caniinho fechado formado pelas cor- 
vas y = x 2 e x = y 2 , no sentido anti-horario. 


8. Calcular 


longo dos scguintes caminhos: 

a) circunfcnCn^ia dc gentry (2» 0) c raio I no sentido 
anti-horario; 

b) 7(t) = (t, l/i), t G [1, 4]; 
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c) poligonal ABC com A(\, I), B(3, 3) e C<4, 1/4); 

d) circunferencia de centro na origem e raio L no 
sentido anta-horaTio. 

9. Calcular / ■ d? . ondc f = — , 7 = (.c, y, z), 

ao longo dos seguintes caminhos: 

a) elip.se x 2 /4 -f- y 2 = 4 t z = 2 t uma vol ca cornple- 
la no scniidti anti-horario; 

b) quadrado j\r| + \y\ — l,z = 0, no sentido anti- 
horario; 

c) segmento de reta que une o ponto A(Q r l t 0) ao 
ponto 0, V5); 

d) interseccao das superficies z — Vjc 2 + y 2 , x = 2, 
do porno A{2 y 0, 2) a B{2, 4, 2V5). 

1 0. Uma partfcula de massa m move-se no piano xy sob a 

influencia da forca gravitacional F = - mg j . Se a 
partfcula move-se de (0 t 0) a (—2, 1 } ao longo de um 

caminho C mo&trar que o trabalho realizado por F e 
w = -mg e 6 independence do caminho. 

11. Determinaf as seguintes integrals ao longo dos ea- 
rn] nhos fechados: 

a) j> [{2xy + 4)djt + (x 2 + z 2 )dy + Izydz] 
c 

C: 7 (0 = (sen r, cos;, -it), t G [0, 2tt] 

b) <j> [(xy + z)dx + (jc - y)dy + 4zdz] 
c 

C: 7 (t) = (sen f, cos/, * E [0, 277] 

12. Delermmar o trabalho reali/ado pela forca 

/ = ( yze", e*\ jrye^ + 1) para deslocar uma par- 
2 

tfcula ao longo da curva y = — , &> ponto A(— I , -2. 0) 
ao ponto B(—2, — l T 0). Esse trabalho € maior, menor 
ou iguEil ao trabalho realizado pela mesma forca / 
para deslocar uma partfcula em linha reta de A ate Bl 

13. Determinar 0 trabalho realizado pela for^a 

/ = {e x + yz* xz, xy) para deslocar uma par- 
tfcula ao longo da inierseccao das superffcies 

x 2 + y 2 + z 2 = 4 e z = Vx 2 + y 2 T do ponto 

A(U I, V2)aJ?(V2 T aV2). 


14, Calailar 


onde C £ 


dada nas figuras 9.47 1 9,48 e 9.49, 




Figura 9.48 



Ftgura 9.49 

1 5. Calcular o trabalho realizado pela forca 
f = (2x + z + 4)l + Cv 2 - 3z- 1)7 + 
(x - 3y + 2) A; sobre uma partfcula, ao longo de C 
de .4(2, 4, 2) a 5(2, 0, 0), onde C 

a) 0 segmento de reta AH: 

b) a parabola y = z 2 no piano x = 2. 



Calcufo B - Funcdes de varias vgriavek, integrals mulliplas, integrals curvilinear c de supcrfirie 


9-7 Teorema de Green 

Esse teorema expressa uma Integral cunilinea ao longo de uma curva fechada no piano como uma integral dupb 
sobre a regiao limitada pcla curva, 

9,7.1 Teorema 

Scjam C uma curva fcchada simples, suave por partes, orientada no seniido anti-horTirio, e/Ja rcgiao fechada deb- 

mitada por C. Se / = (fuh) & um eampo veiorial contfnuo com derivadas parciais de l fl ordem commuas em urn 
dominio D que contem R y entao 



(1) 


Prova Parcial: Farcmos a prova do teorema para 0 caso eni que a curva C 6. suave e a rtgiiio /? pode ser descrita, sirncJ- 
taneamente, como indicado na Figura 9 50a e b, Isto e, 
R = {{x,y)\a*x*b e gl (x) £ y £ &(*)} e = {(*, y) lc < y < e My) < x < A 2 (y)}. 



Para provar basta mostrar que 


Figura 9,50 


(2) 


(3) 


Vamos mostrar (2). 

Obserx ando a Figura 9.50a, podemos ver que a curva C pode ser dividida em duas curvas C\ e Q a de equacoes 
y = 8i( x ) zy ~ respect ivamente. 

Usando x como parametro, obtemos uma parametrizacao de Cj, dada por 

= *<*)). 

Para a curva C 2 nao podemos proceder da mesma forma, pois o sentido positive determinado pel us valurcs cres- 
ceotes de .r em [a, h\ nos 6i a orientacao sobre C 2> no sentido oposio ek> descjado. Podemos, pore en. ptiKuvietrizai C e 
usar a propriedade (d) da Subsecao 9.3.4. Temos 

-C 2 :?Jx) = (x,g 2 (x)), xe[a,b]. 
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Portaoto, 


\fidx- \f x dx 

c. -c t 

b 


J At*. 


Por ouiro lado, como — € contfoua. desenvolvendo o 2 e membro de (2) tcmos 
dy 


- I |/i(Jf,y)| fi(JI, l rfjr 


(4) 


(5) 


A paiiir das expressocs (4) e (5), obtemos 
Para moslrar (3) procede-se de forma analogs, utilizando 

Obscrvamos L|ue o terjrcma dc Cineem tambem e valido |>ara uma regiao R que contenlsa buracos. Nesse caso, 0 ca- 
m in ho de iniegrp^ao C 6 lodo o contomo dc /?, orientado de maneira que a regiao /f se encontre a esquerda, como mostra 
a Figura 9.5 1, 



Figura 9.51 
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9.7.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Usando o teorema de Green, calcular | [y 2 dx + 2x 2 dyl sendo C o triangulo de vertices (0, 0), (], 2)e 


(0, 2\ no sentido anti-horario. c 
Sol u can: A Figura 9.52 i nostra o cam in ho C de integragao e a rcgiao R delimitada por C. 

v 



Como R e dad a por 


Lisaiulo o icorcTua de Green, lemos 


Figura 3.52 

0 ^a s 1 


| [y 2 + 2x 2 dy] = || (4a - 2y) dxdy 
c it 

i r 2 

= | |{4*t2j0# 


dx 


\ 


(4xy - y ) 


j[(8*-4) 


(8* 2 -4jO]d* 


- -4/3. 

Observamos que, nesse exemplo, para calcular a integral curviKnea direlamente, teriamos de dividir a curva C em 
tr€s partes suave&, calculando a integral sabre cada parte. A utilizacao do teorema de Green simplificou os cdlculos. 

Exemplo 2: CaJcular i / - d~r, ao longo da circunferencia x 2 + (y - l) 2 = l r no sentido horario T sendo 


/ = (4jc 2 - 9y, 9jry + Vy 2 + 1) + 

Solucao: A Figura 9,53 mostra a curva C. Como C estd orientada no sentido horario, nao podemos aphcar o Teorema 
de Green direlamente. No en Canto, podemos apticar o teorema de Green para calcular a integral sobre a curva -C e depois 
usar a propriedade da Subsecao 93 A (d), 
Temos 

| / >d7 - || (9y + 9) rfjtdy - 9|| (y + 1) dxdy. 

-C R R 
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Figum 9.53 


Passando para coonienadas polares, vem 


jf d7 = 9^ | (rsenfl + l)r </r 

-c o Lo 


9 

ii 


Logo, 


iSir. 


Exemplo 3: Area de uma regiao plana como uma integral curvilinea ao longo de seu contorno 

L'sando o teorema de Green, podemos cxpressur a area de uma regiao plana R como uma integral curvi linen ao 
longo de seu contorno, 

Sejam R e C como no teorema de Green, Sejam / = x / eg = - y i . Ds campos vetoriais / c J s£o contfiroos 
com derivadas parciais continuas em IR 2 . 
Aplicando ( 1 ) ao campo / , obtemos 


x dy = || dxdy. 
Da mesma forma, aplicando ( 1 ) ao campo vem 

c 

Porumto, se denotamos por A a area de R„ tcmos 



(6) 


ou 


(7) 
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Combkando (6) e (7). oblcmos uma terceira formula para a area de R r dada por 


(8) 


Eventualmente 1 oufras f6rmulas para a area podem ser encontradas, aplkando o teorema de Green a oulros veto- 
rials convenient 

x 2 v 2 

Exemplo 4r Calcular a area delimiiada pela elipse — + y = L 

Sol u can: A elipse dada tern equacao vetodal 

r(t) = (2cosv, 3 sen r), 0 < / ^ 2tt. 

Usando (6), vem 


j> x dy 


2 cos* * 3 cos* dt 


■■ 6 cos- { dt 


= 6{Q + ico 5 2/)d ( 

0 

■- 6tt uni Jades de area. 

Exemplo 5: Seja D = {(*, y)\x 2 + y 2 < 4}. Dado o campo vctonal 

f = (tt? 1 x 2 ~T7r 

mostrar que J / ' • d7 = 2tt para toda curva feehada simple!; Ci C D T suave por partes, orientada no sentido anti-horaria 

c 

e que circunda a origem. 

Solu^ao: Para resolver esse exemplo, devemos voltar aos exemplos (c) da Subsecao 6.9.4 e 3 da Subsecao 9.5.6. 

Seja C] C D uma curva feehada simples, suave por partes, ohentada no sentido auti-horario, que circunda a origem 
(ver Figura 9-54). 

Sqjam C 2 a curva que delimita D. ohentada no sentido anti-horario, e R a regiao compreendida entre as eui . 
e 0 contorno de R, oricn tado de maneira que R fique a esquerda, £ forraado pelas curvas — C } e C 2 (ver Figura 9.55%. 
Aplkando o teorema de Green, vein 
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Figura 9.54 


Figura 9.55 


Como = ^% y) S R (vet item (c) da Subse^So 6.9,4), obtemos 


U-f-4 


Como \ f »dr =2w (ver Exemplo 3 da Subsecao 9.5.6), segue que 

/ ydr = 2ir. 


Observiimos que, usando esse resultado e o tcorema 9.5.5, podcmos eoneluir que a integral curvilmea do campo / 
dt'pende do caminho cJf iiilcgracao em qualquer dominio que contem a origem. 


9.8 Exerricios 

Mos exercfcios I a ll, calcular as imegrais cumlfneas 
dadas usando 0 teorenia de Green. 

1 . ^ [jc 2 rfjr + (4jc + y)dy\ ao longo do triingulo de 

c 

vcniccs (0, 0). (l r 2) e (2, 0), no sentido anti-horario. 

2. ^ [(In* - 2y)dx + (2* + &)%y] ao longo da 
c 

elipse .r 2 + y 2 /9 = l t no sentido horario. 

3. | [( y z + V4 - jt 2 )rf* + (Jn >' - 4*); dx ao lon- 
c 

go do retangulo de vertices (0, 0), (3, 0), (3, 2) e 
(0 T 2), no sentido anti-horano. 

4. (-2jr 2 >rf.r + Vs - In {y + 2) rfy) ao longo 

do paratebgramo de vertices A(0\ 0), B(2, 0)> C(3 t 2) 
e D(J, 2), no sen Lido horario. 


5. j (xdx + xy dy)+ ao longo do paralelogramo de 
c 

vertices A(], 1), £(3 t 2), C(4 t 4) e £>(2, 3), no sentido 
uiiLi hon'irin. 

6. ^ f • d7 T onde / = ( - 3jc 2 )\ 3jry 2 ) eC^a circun- 

c 

ferencia x 2 + y 2 + Ay = 0, no seniido anri-horario. 

7. jC / • dr, onde / = (y f 0) e C £ o triangulo de 

c 

vertices A(0. I ) T 5(3, 1) e C(2, 2), no sentido horario. 

8. | / * f/7, onde / = {x 2 + 4xy, 2x 2 + 2x + y 2 ) 

c 

e C£ aelipse * 2 + 4y 2 = 16, no sentido anti-horcuio. 

9. j> ( Vy dx + Vj dy), onde C 6 o cootorao form;i- 

c 

do pelas retas v = 0. jc = lea paraoola y = or 2 , do 
sentido anti-horario. 
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10* j> [e l d.x \ {t' v + I) tly\ onde f." c o iriangulo dc 

c 

vertices A(- l T 2)» jS(~3 s I)e 0), no sentido anti- 


15. Dado o campc- vetorial f = I ^ X — ^ „ ^ — ? 1l 
P J W + y 2> x 2 + y 2 P 

mostrar que ^ / - d7 = 0 para toda curva fechada 

c 

si i iip les suave por partes, que eireunda a origem. 


11 . | + y 2 )tf* + (* + Vl + y 2 )dy\ onde 1 6. Dado o campo vetorial / = (j^Tp* TM^)* 


o quadrado de vertices {0, 0), ( 1 , 0), ( IJ ) e (Q, I), no 
sentido horario. 

1 2. Calcular a area da elipse jc — 6co$0, y = 2 sen $. 

13. Calcular a area da Figura 9.56. 



**2 

Figura 9,56 
1 4. Detenminar a area entre as elipses: 

a) Ax 2 + y 2 = 4 e x 2 /9 + //4 = 1 

b) x 2 + 9y 2 - 2* - 18y + 1 = 0 e 
x 2 - 2x + 4y 2 - Sy + 4 = 0. 


mostrar que J f ■ dr — —2ir para toda curva fecha 

c 

da simples, suave por partes, orientada nt> sentido 
anti-horario que circa nda a origem. 

1 7. Calcular J / • dr , onde 

c 


/ = ((jc 3 + 2)W r +Rr + yA#y) 
eCh poligonal de vertices A(\, 0), 0(3, 2), C(0, 2i. 
£J(0> OX de A para D, 


18. Calcular 


onde 


/ = (2jtv + jw^ +2 , 4x 2 + in (y 2 + 4y + 2>) 

e C£ a poligonal de vertices A(0, 0), #(2 T 0), CC2, : 
e D(- 1, 0), dei4 para/). 



Neste capftulo apresentarernos as integrals de superficie* 
lnicialmente, veremos alguns aspectos elementares da teoria de 
superficies, 0 calculo da area de uma superficie e outras aplicacoes 
serao analisados no decorrer do capitulo. 


10.1 Representa^ao de uma Superficie 


Em geral, uma superficie S em IR* pode set descrita como urn conjumo dc poruos (jc t y T z), que satisfazem uma 
equa^ao da forma 


A,.,,;) - '!. 


(I) 


seudo que / £ uma fungao eontinua. 

A equagSo (1> 6 chamada represetttag&o implicit^ de 5, 

Se for possfvel re solver a equa^ao (I) para uma das variaveis em fun^ao tlas omras, oblumos uma rvpresmm^oo 
explwita de S ou de parte de S- 

10.1,1 Exemplos 

Exemplo 7 : A equaclo 


(2) 


c uma re present aeau implfdui da esfcra de ceniro mll origeni c raid a. 

Resolvendo essa equegao para z em fungao de x e v, obtemos duas solucoes dadas por 


-Va 2 - x* - 


Cada uma das equa^oes anteriores constitui uma representacao explfcita de parte da esfera. A primeira representa o 
hemisfelrio superior e a seguiida, t> hemisfdrio inferior (vcr Ei^urLL K).l ). 



Figura 10.1 
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Resolvendo a equac, ao (2) para x em func,ao de v e z, obtemos as equates 

e x = -V?~~ 


■ y — z e x = - v a" - y 2 - z 2 , 

que const it uem outras reprcscntacws oxplfuitus, tie panes da csicrii A pnmcira equaeao represenla o hemisferio da frenu 
e a seguuda, o hemisfe'rio de Iras (vcr Figtira 10.2), 



Figura 10.2 

Aiialugamcnie* resolvendo a equacao (2) para y em funcao de t e z, obtemos 

^ = Vo 2 - jc 2 - e 2 e ^ = - Va 2 - J*: 2 - z 2 . 

Nesse easo T a primeira equac ao representa o hemisfdrio a direita e a segunda, o hemisferio a esquerda (ver 
Figura 10,3). 



Figura 10.3 


Exemplo 2 1 A equac, ao jc + ^>' + = a* a > 0, € uma representacao implfcita do piano inclinado que corta os 
eixos coordenados jt, y e z nos pontos {a, 0 T 0) T (0, 2# T 0) e (0, 0, 3a), respectivamente (ver Figura 10.4). 



Figura 10.4 
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As equates 


1 I 


conslilgcm represcntagoes csplicilas dcste piano. 

De maneira analog a a feita para curvas no espa^o, podemos considerar representacoes parame'tricas de tima super- 
ffcie S. 

10.1,2 Equates parametricas 

Seja S uma superffcie no espac,o. Se os pontes de S sio determinados pelas equacfes 


>' - >(». v) (3) 

sendo que jc, y s z sao fumjoes contfnuas das variaveis u e v, dcfmida.s em uma regilo eoncxa /? do piano wv> as equacoes 
(3) sio chamadas equac,5es parametricas de 3. 

Se denotamos por r (u, v) o vetor posi^ao de urn ponto qualquer v), y(u, v) s z(u, v)) da snperficie, temos 

7(m, v) = x(u, v) i + y{u*v) j + z(fh v)h 

(ver Figura 10.5), 

Dessa forma, a snperticie S, parametrizada pelas equa^des (3), pode ser representada pela equacao vetoria! 


■ (w, v) - x(n,v) i -r >■(«, v)/ i -(((, 0^ - («, v) c I<_ ^ 


A equacao (4) e chamada representagao vetoria! da superffcie S, 



Figura 10.5 

10.1.3 Exemplo 

A equable vetorial 

7(u t v) = ui + vj + (w 2 + l)ifc> 

.sendo que -2 ^ « < 2 e 0 < v ^ 5, reprcsenia uma superffcie parametrizada em IK 1 . 
Eliminando os parametrOs u e v das equac.ocs parametric** 

x = u y = v £ = u 2 + 1 

obtemos a equacSo cartesiana z = x 1 + 1. 
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Como x = ucy = v.2L superffcie est3 defmida pura ~2 Sx^2,0sy^5. 
A Figure 10.6 mostra a superffcte S f que e chamada cilindm parabtflico. 



J-icjura 10.fi 


10.2 TCepresenta^ao Parametrica de Algumas Superficies 
T 0.2,1 Parametriza^ao da esfera 

A E"i»iirii 10.7 niosLni unia esleriJ dc ruin u, ccntrada na origent, em que mflfcamos am ponto P(x T y T z) e dote angi> 
los u e v. O angulo u e 7 o mesmo que em coordenadas polares, e o angulo v e formado pelos segmentos Of e OP& 
Do tri angulo retangulo P n OP, temos que 

0P O = a cos v e z ~ a sen v. 
Do iriangulo retangulo P^OP^ lemos que 

x = OPo cos u e y = O/q sen u. 
Substituindo OP^ nas duas dltimas equac.oes, obtemos * = a cos v cos u e y = a cos vsen u. 



Figura 10,7 


As equa^oes 



eonstituem uma parametrizac.ao da esfera. 
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A equate vetorial correspondents € dada por 



(2i 


IT 7T 

Fazendo 0 ^ u £ 2tt e - — ^ v £ — as equacSes (1 ) deserevem toda a esfera. 

Para obter uma parametrizacao de nma parte da esfera, devemoa detennijiar os eorrespondentes valores de w e v. For 

exemplo, uma parametrizagao do heirusfeno superior e* dada pelas equacoes ( 1 }, onde 0^u^2ireO^v^ — \ 
Observamos que a parametrizac&o da esfera dada pelas equals (I) nao € tinica. 
Uma outra parametrizac.ao muilo usada 6 dada por 

onde 0<u^27re0<v<u\ 

Ke^sa parametnza^ao, os parametria u c v comcidem cam os angutos 0 e $ das coordcnwlas esfencas (ver Figura 

tas>. 



Figura 1 0.8 


10.2.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Ohter uma paramctrizacao da parte da esfera jr + y 2 + z 2 = a 2 , que cstd mo l a octante. 

Podemos usar a parametriza^ao da esfera dada pel a equate (2) e determinar os eorrespondentes valores dos 
parametros u e v. 

Analisando geomeuHcamcnte a Figura 10.9, podemos observarque ambos os parametros ir e v variam de 0 a-. 
Poitanto, 

r (u, v) = fleosi-cosw r + acos v sen u j + a sen v k, 

7T ^ IT 

sendo que 0 s u ^ — e 0 s v ^ — - 

Exemplo 2: Determinar uma paramctrizacao da paite da esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = 16, acima do piano * = 2. 
Vamos usar a parametrizacao da esfera dada pcla cquacao (2) e determinar os valores de it e v, de modo a obter os 
ponios da esfera que satisfazem 2 ^ z ^ 4. 
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Figura 10.9 

Como z = 4 sen v, icmos 2^4 sen v ^ 4 ou ~ ^ sen v ^ L 

_ 7T 7T 

Segue que — ^ v ^ — \ 
6 2 

A run I i sun do ;i H<:lii;i J0.10. ohservamos que 0 -- it — 2~. 



Figura 10.10 

Portanto, 

r (u, v) = 4 cos i' cosw/ + 4cosvsen u j + 4 sen v k y 

sendo -SvS-«0si/< 2t7. 
6 2 

Excmplo 3: Obter uma parametrizaca"o da esfera 

x 2 - 2x + y 2 - 4y + 4 + z 2 + 1 = 0. 
Necessi tamos eomptelar os quadrados para encontrar o centra e o raio da esfera, Temos 

x 2 - 2x + 1 + y 2 - 4> + 4 + r + 1 = 5 ou (* - l) 2 + {y - 2) 2 + z 2 = 4. 
Portanto, a esfera dada tern centro do ponto (1,2, 0) e raio 2. 
Sejam r = i + 2/ e 

r*(u, v) = 2 cos # cos v i + 2sen ucosv / + 2 sen v it, 0 S u «s 2w e 
Observando a Figura 1 0. 1 1 , vemos que o vetor posicSo de um ponto P da esfera e dado por 

r(tt.r) r n - v). 
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Portanto, 

~r{u, v) = (1 + 2cos«cosv) i + (2 + 2 sen uco&v) j + 2 sen v Jt, 

77 IT 

com 0 £ « £ 2?r e — — £v£-,if uma parametrizac&o da est era dada. 

10.2.3 Parametriza^ao de urn cilindro 

Consideremos um cilindro vertical, dado pela equacao x 1 + y 1 = a 1 . 

Squ Pi v. v, - j um pernio L|uak|iici- sohic » uhruko. Ik-vcmos inimdu/.ir tJois puramciros n <j : c oblcras eoordenadas 
de P corno funcoes de u e v. 

No K»ur;< I (>. 1 2. rvprcscnlsurio* o cilindro, an tnic \ isualizamos geomelricamenie os paramelnos u e v. O parimet.ro 
h 6 o mesmo que em coordenadas polares e v coincide com z. 
Podemos observar que 

x = acofiu, y = a sen u e z = v. 
hi 



Figura 10,12 


Portantcu uma parametiizacao do cilindro e dada por 
com 0 £ u £ 2tt e — » < v < +». 
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10.2.4 Exemplos 

Exemplo 1 : Obter uma parametrizacao da parte do cilindro x 1 + y 2 = 4, Q & z ^ 5 T delimitada pelos serai pianos 
y — x t y — Zv, com x ^ 0. 

Vamos usar a equac,ao (4) e detcrminar os concspoudentes valores dc a e v, 

Como z = v T temos 0 s v 5, Para determiner us valorem dc m, predsamos dos Ungulos u } e w 2 indicados na Figuia 
10.13. 

Usando a equacao do semi piano .r - y\ x ^ 0 e as equacoes pai'ametricas .r = 2 cos if, y = 2 sen u, vera que 
2cosW; = 2sen «] ou tgu x = 1, 

Segue que u± = — . 

De forma analogs, de y = 2x* x & 0,. vem que 

2seru<2 = 4cosw 2 ou ig « 2 = 2, 

Logo, « 2 = arc tg 2. 



Portanto, 


com 0 < v < 5 e - < u < arc tg 2. 
4 


Figure 10,13 

r (u, v ) = 2 cos u i +2 sen m / + v k 


Exemplo 2: Obter uma parametmacao do cilindro x 2 + z 2 = a 2 . 

O cilindro dado £ mostrado na Figura 10.14, no qua! introdu/imos gconiclricamcntc os parameims u c v. 
observar que 

x = a cos u, y = v e z — a sen u. 



Figura 10,14 
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Portamo, 

7(w T v) = a cos u i + vj - a sen u k t 0 < u < 2tt 
e uma paranietrizacao do cilindro dado, 


- » < v < +» 


por or o angulo tormado peJo eixo posit ivo dos z e uma 


10.2.5 Parametrizacao de urn cone 

A Figura 1 0-1 5 [nostra um cone circular, no qua! £ 
geratriz do cone. 

Dado um ponto qualquer P(x, y, z) do cone T sejam u o angulo polar eva distanda de P ate' a origem. 
Do trianguio rct^ngnlo POP 2 > temos z = v cos a c OP* = v sen a. 
Do triangula retangulo P^DP X . vein x = OP 9 cosu e v = O^sen m. 
Substituindo OP t) nas equa^des, obtemos 

x = v sen ft cos u e y = v sen a sen u. 
Porianto, uma parametrizacao do tone da Figura 10.15 6 dada por 


(5) 


Fa/endo 0 s u £ 2?r e0 5 f < ft, a equacao (5) descreve um cone de altura h cos a. 



Figura 10.15 

10.2.6 Exemplos 

Exemplo 1 : Obter uma parametrizacao do cone gerado pela semi-reta z y > 0 quando esta gira em tonio 

do eixo positive dos z. 

Vumos determinar o angulo or, form ado pelo eixo positivo dos :ea geratriz do cone, e usar a equacao (5). 
Seja P{D, v. z) um ponlo quakjuer sohsr a semi -rctu dada. Obscrvaiido ll F-i^urLi 10.16a. vemox que 

}? = OiPsenaf e z = OjPcoso. 



Figura 10.1 6 
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Como z = V5 y, segue que cos a = V5 sen & ou tg a = 1 /V5, Portanto, or = 

o 

Logo, ?(u, v) = j v cos u i + j v sen « / + i> £ t com 0<«<2ir e Q £5 <i* < +« L 

Exemplo 2: ObCcr umu pararnetrizacao do tone £ = 

A Figura 10.17 mostra o cone dado, que estd representado na forma explfcita. 



Fig ura 10,17 

Pudemos pmamctrt/.;! In. IjaiuLo 

x - u y - v z - — Vm 2 + 
Nesse caso, sua equa^ao vetorial e dada por 


?(u> v) = u i + v j — Vw 2 + V' k> com — o° < u < + ^ e - ^ < v < +». 

10.2.7 Parametriza^ao de urn paraboloide 

A Figura 10-18 mostra um paraboloide I = a (x + y z ). Esse paraboloide pode ser parametrizado fazendo 

x = u, y = v e z = a 2 (it 2 + v 2 ). 
Nesse caso, a equacao vetorial seri dada por 


(6) 


sendo que u e v podctn assumir quaisquer valores reais, 

Observamos que, muitas vezes, as prtiprias varidveis x e y sao usadas como paiSmetros. 



Figura 10-18 
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Niesse caso, a eqtiaqao (6) 6 


Uma on Ira parametrizacao do paraboloids z — a 2 (x 2 + y 2 ) e dada por 


l v.a u 


(8) 


com 0^v^27re0sw< +». 

Nessa paramelrizac.ao, os parametros u e v coincident com as coordenadas re 9 das coordenadas polares (ver Figura 
10 19). 





V 


^& i — * 


Figura 70.19 

10.2.8 Exemplo 

Obter uma parametrizacao da parte do paraboloide z = 2(,v : + y z ) abaixo do piano - - fi. 
Usando j: e y como paramelros., uma equacao vetorial do paraboloide 6 dada por 

~?(x,y) = (x,y\2(x 2 + y 2 ))- 
Conio qucrcmos a parte do paraboloide abaixo do piano z = 8» os parametros x e y devem satisfazer 
2(x 2 + y 2 ) £ 8 ou J 2 + y 2 S 4. 

Podemos ob&ervar que, nesse exemplo> a regiao R = {(x, y)\x 2 + y 2 £ 4} £ a projecao da superficie 5 sobre o 
piano jfj (ver Figura 10.20). 



Figura 10.20 
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10.2.9 Parametrizacao de outras superficies 

Dc maneira geral, dada unia superficie S, sempre procuramos paramcirizu-la da forma mais natural possTvel. 
Por exemplo, quando $ for o graTico de uma func,ao z = z(x, y) t definida em uma regiao if? do piano xy i as va- 
ridveis x e y sempre podem ser tomadas coma purametros. 
Uma paramctrizac.ao de S sera dada por 


com (x,y) G R (ver Figura 10 21), 


I 

z 

' v s y 



? — ,| ■- ! — * 




Figura 10,21 

A regiao J? d a projec.ao de 5 sobre o piano xy. 

10.2.10 Exemplos 

Exemplo 1 : Parametrizar o hemisfftio * 2 + y 2 + z 1 - 4 t z 0* 


A Figura 10,22 mostra a superficie S, que 6 o grafico da funcao z = V4 - jc 2 — y 1 definida para JC 2 + y 2 s 4. 



Figura 10.22 


Uma parajTietrizacao de S € dada por 


r(x,y) = xi + yj + V4 - x 2 - y 2 Jt, e & 
sendo que Rio circuit) ,x 2 + y 1 ^ 4. 

Exemplo 2: Parametrizar a superficie S dada por y = x 2 + z 2 , y ^ 4. 

A Figura 10.23 mostra a superficie & Xesse caso, Sio grafico de uma Juneau y = y{x> z), defmida cm mini reyiau 
#' do piano xz. 
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Figura 10.23 

Tom an do x e t como parametral oblemos uma pararnctrizac, ao de S, dada por 
7(x, z) = xl + (jc 2 + z 2 )/ + zfc, 

sendo que jcj saifsfazem * 2 + z 2 ^ 4. 

ObservamcK que, nessc cxemplo* a regiSo R 1 £ a proje^urt de 5 sobrie o piano jry. 

Exemplo 3: Obter uma parametriza^ao da pane do cone x 2 = y 2 + z 2 que estd entre os pianos x = 1 e x = 
A Figura 10.24 nostra a superffcie 5 c a Mia proje^uo R " sohre o plant) i 



Figura 10,24 


Podcmos obscrvar que 5 c t> grdfico da fun^ao 

X = V/ + z 2 , (y,z) G /('\ 
Tomandoy & z como paramctro&. obtemos uma parametriza^ao de 5, dada por 

r(y, z) = Vy 2 + x 2 7 + y] + zk, com (y t z) E fi", 
A regiao R* £ o anel circular delimitate pelas circunferericias + z 2 = 1 * y 2 + z 2 = 16. 
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10.3 Exerdcios 

\us cxoiviVics 1 a 7, :l cquacao dada c uma represeittacao 
imphcita de uma superficie S. 
a i [dennlieara superficie. 

b) Escrever alg turns represeiUacoes explfeltas dc partes 
dc .V. ivprcscnUiinlo -;is yniticainonlc. 

1. 2x 2 + 3y 2 + 4z 2 - 24. 

2. * 2 + y 2 + z 2 = 16, 

3. x 2 - 4x + y 2 - 2y + z 2 = 11. 

4. 2* 2 - 4jc + y 2 - 2y + z 2 - 2z + 3 = 0. 

5. 2x + V5y- z = 10. 

6. z - x 2 ~ 0. 

7. x 2 + y 2 - z 2 = 0, 

Nos exerefcios 8 a 14, obter uma equacao cartesiana para 
a superficie dada. Represent a- la "rafteamenie. 

8. r (u, v) = (u 2 + v 2 - 1 ) 7 + uj + v?. 

9. r (u, v) = u i + vj + 2\fu 2 + v 2 £ . 

10. r («, v) = wT + « 2 7 + vk, - 2 < u ^ 2, 
0£v<4. 

11. r(w,v) = (« T v,V4-« 2 - v 2 ). 

12. 7(u,v) = (« T V4- w 2 -v\v), 

13. r(«,v) = (V4 - w 2 - v 2 ,!!^), 

14. ? (u, v) = (2cos« t 3 sen «,v),0£us — , 
0 £ v £ 4, 

Nos exerefcios 15 a 20, parametrizar as seguintes superfi- 
cies dudas implicitaiitenic: 

1 5. x l + y 2 + z 2 - 2x - 4y = 4, 

16. x 2 + y 2 - z = I. 

17. x + y + z-S, 

18. x 2 + z 2 = 4, -co < y < », 

19. x 2 - 4* + y 2 + 2y + * 2 + 1 = 0. 

20. .v 2 + y 2 + z 2 - 2y = 0. 


escreicios 21 a 45, escrever uma representacac 
parametriea para a superficie dada, 

21 . Esfera centrada na origem e raio V2. 

22. Esfera centrada em (2, -I, 3) e raio 4. 

23. Pane da esfera jr 2 + y 2 + z 2 = 8 que estf no 2° 
octante. 

24. Pane da esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 acima do piano 

1 

Z = 2 

25. x 2 + y 2 = 3. 

26. Parte do cilindro x 1 + y 1 = 16> -2 ^ z ^ 2 deli- 

y 

mi la do por x — y, y ^ 0 e r = — . 

27. * 2 + r - 10. 

28. Cone gcrado pel a semi-reta % = 2y T y2:0 quando 
esta gira em torno do eixo positivo dos z 

29. z = 2Vx 2 + y 2 . 

30. z - -2W + y 2 , 

31. 2r ; + 2y 2 -3z = 0. 

32. 4; - - 3y 2 = 0. 

33. 2jc 2 + 2z 2 - y = 0, y s 8. 

34. v- + y 2 + a 2 - 16 = 0, z > 0. 

35. Parte da esfera x 2 + y 2 + z 2 - 4z = 0. que estS 
acima do piano z = 2. 

36. Parte da esfera x 2 + y 2 + z 2 = 36, tal que r &0e 

y < 0. 

37. Parte da esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 que esta" entre os 
scmiplanos y = x e y = 2jc, jt > 0. 

38. Cilindro y 2 + s 2 = 9, 0 < j < 4. 

39. Cilindro * 2 - 2x + y 2 - 6y = 3. 

40. Cone gerado pela semi-reta y = V3x, x ^ 0, qu 
do esta gira em torno do eixo positivo dos y. 

41 . Parte do cone y » 1 - Vjc 2 + ^ 2 lal que y a -3, 

42. Parte do parabol&de z — x 2 + y 2 — l t que esta 
entre os pianos z = 0 e z - 3, 

43. Parte do plsino .v I y • r ~ 4 que csl:i no I" octunlc 

44. Parte do piano 2x + 3y — 9, deli mitada pelos pianos 
coordenados x = 0 e y = 0. 

45. Parte do piano y + z = 8, delimitada pelo cilindro 

x 2 + y 2 = 4. 
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10.4 Curvas Coordenadas 

Seja S uma superflcie paiamArica rcpresentada por 

i („.,■) .u.„.oT < :.(,. •. )7 ' :(«••••>*. c ft. CD 

Se fixamos o par&metro a equacdo (L) descreve uma curva. Tal curva estd contida cm 5 e 6 chamada w-curva. 
Analogame-ntc-, ftxando » puramctm m. ohlcmos uma i curva sobrc .V. 

Dado urn ponto P sobre de vetor posi^ao r (it$, a u-curva r (u, v 0 ) e a v-curva r (u 0 , v) sao chainadas cwr- 
vas coordenadas de 5 em P, 

A Figura 10.25 mostra as curvas coordenadas em urn ponto P de uma superficie S. Salientamos que a w-curva e' a 
imagem de um segmento horizontal v = v 0 conlido em R e a t-curva € a imagem de um segmento vertical u = u 0 . 



Figura 10.25 


Observamos que uma curva coordenatla pode degenerar-se em um ponto, 

10,4,1 Exemplo 

Determinar as curvas coordenadas da esfera x 2 + y 1 + z 2 = 4* no ponto P{2, 0, 0). 
Usando a paramelrizac.ao da esfera vista na cquac,ao (2) da Subsec.ao 1 0.2. 1 1 vem 

r (u, v) = (2coshcosv, 2 sen ucd&v, 2 sen v), onde 0 ^ u < 2?r e — ^ :£ v ^ 

2 2 

No ponto P(2, 0, 0), temos u = 0 © v = 0. 
Ponanio, a w-curva cm /* tem equae^o 

r (h, 0} = (2cosu, 2 sen u, 0), 0 < u < 2ar. 

A v-eurva em P c dada por 

r (0, v) = (2 cos v, 0, 2 sen v), - y < v < y. 
A Figura 10-26 i lustra esse exemplo. 
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10-5 Piano Tangente e Reta Normal 

Seja P urn pernio de uma superficie representada por 


Suponhamos que P tern vetor posigao r (u a , v 0 ) e que as curvas coordenadas de Sem P sejam suaves, Entao, con- 

vinios ri;s Suh 
3? _ J{r(r^ v)) 


forme vimos na Swbsecao 4.9.3, no porno o vetor — ^ 7 >If ^ ^ £ tangente a u-curva v^) e o vetor 


* e" tangente a v-curva r (m 0i v) (ver Figura 1 0.27), 



Fiyura 10.27 

dr dr 

S-u us wLdiVs l' >ap liiiLMrniL'uLc irukTMJiHk-iHLVs, des iL'tfi mirnsiii urn pkniu l .ss^ nkino c diuiiiLidi> plane 

Ah 3v 
tangente a superffcie no ponto P. 
b7 b7 

O vetor X c perpendicular an piano tanyente e c denominado vetor normal a superficie 5 (ver Figura 10,28 1. 
dtt Bv 










y 


Figura 10.28 


10,5,1 Exemplo 


Urna superficie S 6 descrita pela equacao 

r (u, v) = (ucos v, u sen v, u 1 - 1 ), com 0 ^ u ^ 4, 0 ^ v ^ 2-n\ 


Ca p i t ij l o it) Integrals de superfkie 


a) Reprcsentar graficamente a superfiete S. 

b) Dar a equacao e desenhar a v-curva correspondents a a — 2 e a «-curva cfirrespondenle a v = — , sobre a 
superficie 5. 4 

, dr dT d? dr _ tt 

q) Deitmunar os vet ores — , — , — x — para u = 2 e v = — e repiesenta-los no porno correspondecite 
du du dv 4 

sobre o graTico de S. 

Solucao de (a): Para representor graficamente a superfide S, vamos enconlrar sua equacao cartesiana. Ehminando OS 
parametTos «ev das equa^des parametrieas 

x = u cos v y = u sen v z = u 2 — 1, 

obtcmos z = x* + y 2 — 1, sendo que z esta defmida na regiao /? = {(*, y)| jc z + y 2 £ 16}. 
A Fig Lira 10.29 mostra a superfine S> que e um paraboloide. 

Solucao de (b): Faze n do a = 2 na equacao da superftcie 5 T obtcmos a v-curva 

7(2 b v) = (2cosv, 2 sen v t 3), 0 < v < 2tt, 
que e uma cireunfereueia no piano % = 3, 

TT 

Ki/ltuLo '.■ . oUltiio> :l u curva 
4 


que d um areo de parabola no piano x — y. 

A w-curva e a v-curva oblidns estao represent adas na Figura 1 0,29. 



Fiqura 10.29 


Sol m; hi de (c): Tenuis 


dr 
du 

dv 


dr x dr 
du dv 


{ cos v, sen v, 2w); 

( - h sen v, ttcosv, 0); 

7 7 k 

cos v sen v 2u 

-u sen v u cos v 0 


= — 2u 2 cosv f i - 2/rsenvy + uk. 
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Para u = 2 e v = — , vem 
4 


*7 fVi \fl \ 


— »(-V5,V5 ( 0) e iix^=(-4V^ t -4V2 ( 2). 
dv du dv 

Os vetore.s encontrados estfio representados na Figura ] 0.29, com origem no ponto P{^/2, V2, 3). que e o ponio 
de 5 correspondente aos valores dados de u e v. Podemos observer que: 

v Br Br t . . • . 

a) — — e — — s3o linearmente independent's e, portantn, dcterminam o piano tangenle a 5, no ponto P. 
ou dv 

□) — X — c normal a superffcie S. 
du dv 

10.5.2 Equagao da reta normal 

Confomie vimos na Subsecao 2.7.5, uma equac3o vetorial de uma reia 6 dada por 

7(0 = ~a + bh 

sendo que o vetor a € o vetor posic,ao de um ponto da reta e o vetor b nos da a direcao da reta. 

Queremos a equacao da rela normal a superficie 5 em um ponto P de S. Se r (m„, i'uJ *5 o vetor posie.ao do ponto /\ 
podcmos tomar 

a = r v u ) e 6 = j^jj X ^~J(«b. (ver Figura 10.30) 
Uma equa^o da reta normal n c dada por 


* -) + {£x|> »>• <» 



Figura 10.30 

10.5,3 Exempt 

Detemiiaar a equacao da reta normal a superficie 5 do exemplo da Subse^ao 10,5.1, no ponto 

P{Vi f V2,3). 



O vetor posicao do ponlo P £ 

?faf) = (V2,V2,3). 
No exemplo da Subse^o 10.5 J, calcuJamos 0 vetor 

(S4X 2 -i)= ( - 4V2 - 4Vi2) - 

Portanto, uma equa$ao da rcta normal e dada por 

, w . (V^V2,3) + f(-4V5, -4V^,2) = (V2 - 4V2f,V^ - 4^2 r, 3 + 2f)> 
A Figura 1031 ilusira esse exempt 



Figura 10.32 

Seja Qfe y, Z) um po,uo qualquer Jo piano tangente, Analisando a Figura 10.32, vemos que a equate do piano 
langeiHe e dada por 
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(2) 


com q = {x - x^y - y&z - Zq)* 

10.5,5 Exemplos 

Exemplo 1 : Detenu in ar a equacao do piano tangents a superficie 5 do exemplo da SubRcgaa 10.5.1, no panto 

P(V2, V2,3). 

Do exemplo da Subset 10.5.1. temos que 

v 0 ) = (2,0 7(^v 0 ) = (V5, V2 t 3); ^ X ^ (h*^) = (-W2, -4V2,2). 

Portanto, a equacao do piano langenle a S em P e dada por (x - V5, y - V5 S * - 3) ■ ( - 4V^, - 4V2, 2) = 0 
ou -AV2(x - V5) - 4V2(y - V2) + 2(z - 3) = 0 
ou ainda 2 V2jr + 2 Viy - z = 5. 

Exemplo 2 : Detemrinar a equacao do piano tangente a siipcrffcie S dada por 

jr 2 + /+; 2 = 4 1 no ponto P(l, 1, V5). 

Urjlizando a equacao vetoria! da csfera, dada na equacao (2) da Subsecao 10.2. K temos 

7 («, v) = (2 cosu cos v, 2 sen mcos v, 2 sen v) , com 1) ^ u ^2tt e - ^ < v re — . 

dr dr - , 

Temos tambem — X — = (4 cos « cos V 4 sen // cos V 4 cos i sen v V 
aw 

Os valores de u e v coxrespondentes ao ponto P(l* 1, V2) sao ii = — e v - — » re&pcctivamente, 
Temos, ,-ni .'m. 

(^ = (7,7); r(i*itf -<l."l,vS) e ^x^( Wo> u 0 ) = (V2.V5.2). 
Portanto, a equacao do piano tangente a S em P <£ dada por 

(x - Uy- Ui ~ V5) ■ (V2 t V2 t 2) = 0 
ou (v - 1)V2 + {y - 1)V2 + (z - V5) ■ 2 - Oou ainda x + y + Viz = 4. 

Na Fi^urji hj.33. re prescn tamos a superficie 5, 0 piano tangente a S em P e 0 vetor — X — no ponto P. 



Figura 10.33 
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Excmplo 3: Determinar a equac,ao do piano tangente a superffcie 5 do exempli) anterior, no ponto Po(0, 0. 2). 
Este exemplo nao pode scr resolvido, utili/.ando a equagao vetorial 

?(u,v) = (2 cos u cos v, 2 sen u cos v, 2 sen v) 

pm s, no pi ki in / ', ,( 0, 0, 2 ) , in el ( i r x ^ aim lu. 

du dv 

No ercianio, podemos resolve- lo com o auxNio do gradients, como segue, 

A esfera dada 6 uma superficie de nfvel S, da funelo / (x, y, z) = jc 2 + y 2 + z 2 e pas&a pelo ponto P o (0» 0» 2). 
Logo t conforme a Figura 10.34, a equaeao do plant) tangente a S em P 0 ^ dada P° r 
M^jvi^vmmwm^m w jaui urn* 

onde r = jc i + y7 + ^ e ^ 0 = ^ ■ 



Figure 10.34 

Temos grad/(P a ) - (0, 0, 4) e ~r - ? 0 = (x - 0, y - 0, z - 2), 
Portanlo, Ei equacan do piano tangente a S em P 6 dada por 

(0,0,4) • (x,y T z ~ 2) = 0 ou z = 2, 


10.6 Superficies Suaves e Grienta^ao 


Na Se^ao 2.10 vimos que uma curva suave nao possui pontos angulosos. Analogamente, uma superficie suave oi 
regular c caracterizada pela ausencia de arestas. 

Podemos di/L-r que. cm cada pun to P dc umn supt-rficie suave S, existe nm urueo piano tangente a 5 em P. 

As equacoes parametricas podem ajudar na formalizacao da ideia de suavidade de uma superficie. Uma maneir 
conveniente de descrever a noclio de suavidade de uma superffcie 5 6 dizer que 5 pode set dividida em partes e cada urn 
dessas partes admite uma parametrizacao r(u, v) = (jc(u, v), y(u, v)^z(u t onde x — x(u,v)> y — y(u, v) 
Z = z(u,v) admitem derivadas contfnuas de todas as ordens, e que, para todo (m 0p v$ £ R, as derivadas primeiras sa 
tisfazem a condicao 


mh mm^mwmmmmmmmmmmmmm, 

(u 0 , v u ) l" -— (h 0 , v,, > sao lineuimente mdepcudeiUcs. (I) 

A condicao (1)6 conhecida como conditio de suavidade ou regidaridadtr. 

Os pontos dc S em que falha a condicao de suavidade para qualquer parametrizacao sao chamados pontos singtdarei 
Observamos que uma ma escolbu dc parEmictri/ai^ao pode nos levar a pontos em que a condicao de suavidade na 
6 verificada, mesmo que a superficie seja suave. Esses pontos sao chamados pontos singtdares fatsos, 

10.6,1 Exemplo 

O ponto f(p* 0> 2) da csfera jt J + y 2 + r - 4 e um ponto singular da parametrizacao 

r(u>v) = (2cosi/cosv, 2sen«cosv, 2 sen v)» (2) 
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d r Br —* Br BY 

ja que do pernio P(0* 0, 2) temos que — X — = 0. e cntao — c — nan sft<) lmc<jrmcmc indcpcndcntcs cm F, Logo. 

Bu By Bu Bv 

jio ponio P(0 t 0, 2), falha a condigao de suavidade para a parametrtzacao (2). 

No entanto* P(0, 0, 2) € uma sing ul arid ade falsa, pois S e uma superficie suave. De fato, usando a parametrizacao 


7(u, v) - ui + v] + V4 - u 2 - v 2 k 


(3) 


obtenios 


oU QV 

B~r Br 

Como — (P) e — (P) s$o linearmente independentes, para a parameirizacao (3) a condi^ao de suavidade 6 sa- 
tisfeita. 

10.6.2 Superficies suaves por partes 

Dizemos que uma superficie S 6 suave por partes se S podc scr dividida em um numcro fraito de partes suaves. 

10.6.3 Exemplos 

a) Pianos,, parabol6ides, cilindros e esferas sao superficies suaves. 

b) 0 cone nao e uma superficie suave. 

c) A superficie de um cubo 6 uma superffcie suave por partes, pois pode ser dividida em seis partes suaves. Cada 
I link' om'es]Hmdt: a miw lace do aibo, 

d) A Figura 1035a mostra esboQos de superficies suaves e a Figura 1035b mostra algumas superficies suaves 
por partes. 



r 


M 

figura 10.35 

10.6.4 Orientatjao de uma superficie 

Dada uma superficie suave S, em cada porno P G S, temos dots vetores unMrios normais a S (yet Figura 10.36), 
Se for possfvel escolher um desses vetores de maneira conlfnua cm loda a superficie, dizemos que 5 € orienidvel. 

Uma superffcie S estd orientada quando escolhcmos em cada pontc P E S um vetor unitario n (P), normal a 5, 
que varia continuamente com P. Q campo de vetores ri 6 ehamado campo normal unitaim 
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Figura 10.36 

Qbservamos que t se S 6 reprcsentada per ?(u, v), (u*v) E nos pontos t em que a condic,ao de suavidade e" sa- 
tisfeita, or vetones 




Hit 

dv 

or 

x-l 

du 

dv\ 


e « 2 = — « 1 sao vetores unilarios normals a S. 


10.6.5 Exemplos 

Exemplo 7 '. Delerminar um campu normal unirarioda esfera x 2 + y 2 + z 2 = representando graficamente q veior 
normal unilario enconurado em alguns pontos da esferu. 

Solucaoc Vamus usar a reprcsenta^ao paramdtrita da esfera dada por 

7 (u, v) = (a cos mcos v, a sen u cos ^ a sen v) 0 ^ y s 2w — — ^ v :S — 

' 2 2' 

e deierminar o vetor 

— X — 

_» du i)v 
n. " — : 


dv 


Temos, 

9r #t. j. « - , I d r d r [ * 

— x — - (tf^cos /f cos/ v, ir sen w cos - v. a~ sen v cos v) e — X — \ — a*cosv, 
dv \da dv\ 

sendo que — X — — = 0 nos pontos em que v = ±— . 

ou dv 2 

7T 

Portanto, para u ^ ±— , um vetor normal unitario 6 dado por 

n'j = ( cos U cos v t sen u cos v t sen v), 

W 

Nos pent os ondc v — ±— , podemos obter um vetor normal unilario (omando o Iimite t como segue: 


Para v = — , temos 
2 


lim ( cos u cos v, sen u cos v, sen v) — (0, 0, 1) 
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e paru v 


0 campo 1' defmido por 


Hrn ( cos u cos v, sen u cos v f sen v) = (0, 0, — 1), 

^ 2 


( cos u cos v, sen it cos i\ sen v) , para v & ±- 


(0, 0, 1), para v = — 
(0, 0, -l),para v = ~, 

£ um campo normal umtario da esfera dada. 

Na Figura 10-37, representamos 0 vetor n, em alguns pontos da esfera. Obscrvamos que ele aponta para fora e que 
van a conlinuamente ao deslocar-se sobre a esfera. 



Figura 10.37 

Exemplo 2 ; Dcterminar um campo normal unitano do paraboioidc S t dado por 

y) = (x, y, x 2 + v 2 ), onde x 2 + y 2 ^ 4. 
Solucao: Um vetor normal unit ado do paraboloide e' dado por 

~* - dx dy - ( -2j> 1 \ 

d7| W4* 2 + 4y 2 + 1* V4jc 3 + 4y 2 + 1 * V4jc 2 + 4y 2 + 1/ 

O campo norma] unitarb defimdopor estd representado na Figura 10.38. Podcmos obscrvar que o vetor apon- 
ta para o interior do paraboltiide. 




Figura 10*38 
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Freqiientemente, uma superficie orientavel <* denominada superficie bilateral As superficies que usual mente encoo- 
tramos no Calculo sao todas bilaicrais. No entanto. exlstem superficies unilateral, como mostra o exemplo a seg 

10.6.6 Exemplo 

A Figura 1 0.39. mostra a fita de Mobius, que € urn exemplo classico de superficie unilateral. Ela pode ser obtida 
partir de urn longo retangulo ABCD, em que os ladosdCe BD sao unidos de tai forma que A coindda com D c B com C 



Figura 10,39 


Qtaservamos que, dado um ponto P da fita de Mtibius, podemos escolher um velor normal unilario n. No entant> 
quando n se desloca continuamente sobre a curva C e retorna a P r seu sentido se inverte. 

10.6.7 OrientacaG de uma superficie suave por partes 

Se uma superficie suave e orientada S e limitada por uma curva fechada simples C podemos associar a orientaci 
de $ um sentido positivo sobre C eon forme i lustra a Figura 10 ,40. 



Figura 10.40 


Usando essa conveucJo, podemos orientar uma superficie suave por partes, Vamos exemplificar, supondo que 5 
formada por duas partes suave orientaveis, S x e S 2 , conforme a Figura 10.41, Se C e" o conlomo eomum dc Si c ', 
escolhemos um vetor normal unitario de 5 ( e S 2 de hi I maneira que o sentido positive de C em relaqao a Si & 0 sentr 
oposto do sentido positivo de C em relagao a 5 2 - 



Figura 10.41 


Se a superficie S e formada por rnais de duas partes suaves, procedemos de forma analogs. 
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10,6.8 Exemplo 

A Figura 1 0.42 mostra uma possiveJ orien(ac,ao da superficie Sde um cubo. Com essa orientagao, S 6 denominada 
superficie exterior do cubo dado. 



Figura 10.42 


10.7 Exercicios 


1. Determinar as curvas coordenadas das superficies 
dadas. nos pontos indicados: 

a) Esfera 

r (u T v) = { cos m cos v, sen u cos v, sen v) 

0 S u ^ 2tt. -- v ^ -no ponto />f -, — ). 

b) Paraboloidc 7{u k v) - (kcosv, u sen v, u 1 ) 

0 < v < 2tt, 0 < u < 2; FO, 1, 2). 

c) Parabol6ide r (u,v) = (u, v, u 2 + v 2 ); 
P([, 1,2). 

d) Hemisferio 7(u y v) = (u, v, Vl — u 2 - v 2 ); 
1 I 


2 y 


a) Piano x + j y ~*~ \ z ~ ' 


2. Paramctri^ar as seguintes superficies, deternimantio 
as curvas coordenadas. nos pontos indicados: 

b) Cilindro x 2 + y 2 - 9; F(3, 0, 4) 

c) Cone x 2 + z 2 - y 2 = 0; y > 0; P(2, Vl3, 3), 

3* Seja S uma superficie descrita pela cquac,ao 
r (u p v) = (ucosi\ 2u- s u sen v), onde 0 ^ ei ^ 2 
e 0 ^ v £ 2ir. 

a) Represents graficamente a superficie 5. 


b) Encontrar as curvas coordenadas no ponto 
/*! , 2 s — — J e representi-las graficamente, 

c) Determinar os vetores 

du av au k ' 

e representi-los graficamente, 

4. Dada a superficie parametrizada 
S: 7(tt. v) = (2 cos u cos v, 2 sen u cos 2 sen v) 

onde 0 < u < 0 ^ v S 

2 2 


a) Represent ar 5 graficamente, 

b) Esbocar n-curva correspoiidenle a v = ~ e a i 

TT 3 

curva correspondenle a u 


c) Determinar os valores — , — t — X — para 

du 3v &u ov 

IT TT 

u — — e v = — , reprcscnlado-tis no ponto corres- 
pondenle sobre o gr^fico de 5* 

d ) I )clcm 3 i n a r us cq u;^ Oes du ret a n t )r m itl c do p] iino 

77" 

tangente a superffcic 6', no ponto em que u = — 
e v = - 


CAPiruLO 10 Integrals de superftrie 


5. Determinar uma equacao vetorial da reta normal as 
^unites MipL-rf'icies nos pinilcns imiicados. 

a) v) = (h 2 + v 2 - 1, w, v); P{4, I, 2) 

b) r (u, v) = (u 2 - 1, mcqsv t wsen v); P(4, 1, 2) 

c) v) = (u 2 - l y u t v);P(3,2,4) 

rj) r (u, v) = (u T v, 1 - u - v); pQ, i 

e) v) = («, v, -« 2 - v 2 ); P(l. I. -2) 

f) 7(*m>) = (m t v,V4 - « 2 - v 2 );/^ 1,V2) 

g) r(w,v) =(u,v t J;/^l,2,-J. 

6. Escrever uma equacao vetorial para a super ficie dada 
e determinar as equacao do piano tangente e da reta 
normal, nos pontos kdicados: 

a) 3^/^(1,1, 3); ^(-1* 1.3) 

b) z = x 2 + v 2 ;P 0 (0,l,l);Pi(-l>-l,2) 

c) z= w ^||);^i(o,V5,o) 

d) or + 2y + z = 4; P„(l, | 2^; />,((), 1,2) 


e) ** + + 9; Po(3,0,0); /\<0 T 3,0); 
P 2 (0, 0,3); ^(1,2, 2) 

f) i 2 + / = 4;i» a (^V2,2);P 1 (0,2 f 2), 

7. Determinar a equacao do piano tangente a superffcie 
S dada, no ponto indicado: 

a) v) = («cosv,«sen v, -2u 2 );P(\, 1, -4). 

b) 7(a t v) = uT + v7 + (« 2 + 2v 2 )it;/'(0 J 1,2). 

8 - Encontrar a equac&o de uma reta que passa na ori gem 
e 6 normal a superffcie x + 2y + z = 4. 

9, Determinar urn eampo normal unitario do paraboltiide 

7{u s v) — (ucosv, u sen v, u 1 — 1 ) 

representando-o graficamente sobre a superffcie. 

10, Dei l- mi in Lsi uin cimipo normal unitario do piano que 
passa nos pontos (1,0, 0), (0, J 1 0) e (0, 0 t 1 ), usando 
as seguiiitcs parametri^oes: 

a) r(u* v) = (a + v)T + (h - v); 4- (1 - 2u)t 

b) v) = ui + vj + (1 - u - v)k. 
Representar geometricamente, comparando os resul- 
tado*. 


10.8 Area de uma Superffcie 

Seja S uma superffcie paramctrica suave, represent ad a por 


Na Secao 10.4, definimos as curvas coordenadas de S em urn ponto P. Podemos considerar que, na </-curva r («, v 0 ) s 

o paiimetro u represents o tempo. Dessa forma, -f* representa o vetor velocidade de uma paitfcula que se desloca ao 

all 

loiigo da H^curm 

B r 

Quundu it sofrc uiu uercVcimo Air. a pamcula muvc-sc uma dislaticia aproxumuhiinenii: L»ual a — A« sobre a 
u-curva. u 

A v, no tempo Av, ao longo da v-curva r (u 0 , v) 


Analogamcnte, para u fixo, a particula move-se a uma distancia 


Os vetores 


dr 


■<\u 


\u e 


dr 


Av determinam urn paraJebgramo (ver Figura 1 0.43), cuja area e^ dada por: 


AS 


— At* X — Av 
dv 


- \^ 

dr 

X — 


rJv 


AmAv 


A parte de S. correspondcnic ao rctungulo de area A//Av em /V, e aproximada por esse paralelogramo de area A5 


Calculo 13 - FmHiks ik v;'iria;> vuriavus ink-tiruib wuHiplas, integrals airvrlineas e de superfine 



Figura 10.43 


10.8.1 Definite 

A irea de S> denotada por &{$), 6 dcfmida pcla equagao 


-HI 

— X U/rtV 



dv | 


(.1) 


quartdo a integral a direita existe. 

SeSi suave por partes, a irea de 3 € dcfmida como a soma das areas sobre cada pedaco suave de S. 

10.8.2 Exemplos 

ExempJo 1 : Dctermuiar a area do paraboloide z = 2(,r + y ? ) T abaixo do piano z = 8. 

Solucao: Conforme o exemplo da Subsecao 10.2.8, tomando w e v como paramenos, uma equa^ao velorial desse 
paraboluidc 6: 

r (w t y) - ui + ij + 2(« 2 + v 2 )*, (u, v) E R, R = {(«. v) | u 2 + v 2 < 4} 
UsamJo a definic5o 10,8,1, vem 

a(S) = || | (l,G\4u) x (0,l,4v)|rfu<iV = || | (-4it, -4v, 1) | aWv = ||Vl + 16(« 2 + v 2 ) dudv. 


Passando para coordciiadus poluiw.. lemos 

2* 2 2w 

=|| Vl + I6r £ rdrd$ = J ^ (1 + I6r 2 )^ 

0 0 o 

65V65-ll*r (65V65 - l)n 

= — 0 — — unidades de area. 

48 I 24 


Exemplo 2 : Detemiinar a area da esfera de raio a. 

Solucao: Vamos utilizar a equate velorial da esfera de raio a determinada na Subsefio 10.2.1. isto e\ 

-y _ -* — ¥ — ► 77 77 

r (it, v) = a cos vcosw / + a cos v sen u i + a sen v k T 0 ^ it ^ 2v e — — £ v £ — 

2 2 

Usando a definicao 10.8.1, vem 

a(S) = Jj | (a 3 cos 2 v cos u, a 2 cos 3 v sen a 2 cos v sen v) \ dudv = IT a 2 cos v dWv 

Zff 


| | <? 2 COS V = | 


a cos v w 


dv = | 2tt<7 2 cos v dv = 4ira 2 unidades de irea. 

-^2 


CapItuio 10 Integrate de superfine 


Exempto 3: Scja S uma supcrficic rcprcsc niada na forma explfcita por z = z(x y y), Usando jc e y COmo pafimetros. 
escrever a integral que define a area de S. 

Solucao: Usandn jc c y como parametros, podemos repnesentar S por 

r(x,y) = xi + y} + z(x,y)k, (jc, v) G R, 
sendo que £ a project* dc S sobre o piano xy fver Figure 10.44). 
Assim, 



Figure 10.44 


Logo, usando a dcfinicao 10.8. 1, vem 



(2) 


Excmplo 4: Deter/miiiar a area do hemisfgrio de raio a. usando a representa^ao explfcita z = \>V - jc 1 - y 2 . 
Solucao: A Figure 10.45 mostre o hemisferio e a sua proje^ao sobre o piano xy. 



> z 

s 

R ^ 



Figura 10.45 

Temos 


Caltulo B - Funcfles de varias variavcis, integrals multiplas, integrals curvilmeas e de sgperfTcie 


Usando o resullado do exemplo anterior, vem 


Passando para coordenadas polares, lemos 


r 


dxdy. 


sendo /?' = {(r, 0)|O<r<a,O:<0< 2tt}. 

Essa integral £ uma integral impropria T que pode scr rcsolvida como segue. 


dr 


«<*>=£■ J Ivfe 

o l_ o 

= lim far (a 2 - r 2 ) " 1 - 2ir <z> = Urn (2ira 2 - 27ra(a 2 - / 2 ) ,/2 ) = 2*r<i 2 unidaa^ de area, 
o 

Exemplo 5: Rnconlrar a area da superficie conic □ ir = v : + csu'l ent re its p Linos A I e v - 4. 

So1ui;ao: Conforme vimos no Exemplo 3 da Subsegao 10.2.10, unia parametrizac,ao da superficie conica e dada por 


r (y t z) = Vy 2 + z 2 i + yj + zk , (y, z) £ R, 

sendo o anel circular no piano r v^. delimitado pclas cireunferencias y 1 + £ 2 - 1 e jr + r - -4. 
Usando a definigao 10.8.1, temos 


PassEindo pani coorilenutlas pokires. van 


0 1 ft 1 ft 


10.9 Integral de Superficie de um Campo Escalar 

De certa forma, as integrals de superficie sio analogas as integrals curvilfneas. Definirnos as integrals curvilfneas 
usando uma representaeao parametrica de uma curva. Detiniremos as integrals de superficie usando unia representa^ao 
parameirica da superficie. 

10.9.1 Definigao 

Seja 5 uma superffcie suave, reprcsentada por r (u t i ) s (tt r v) <E R. Seja/um campo escalar definido e limilado 
sobre 5. A integral dc superficie de / sobre S P denotada por fdS, € definida pela equa^ao 



quando a integral dupla a direita exisle. 


Cafitulo 10 Integrals 


Se S e suave por partes,, |j fdS 6 definida como a soma das integrals sobre cada pedaco suave de S. 
s 

Se S e dada na forma exph'cita por z = z(x, y)„ entao 



fds = /(* 5 y,z{*»y)) 


(2) 


sendo que flea projec,ao de S sobre 0 piano Jty. 

10.9.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Calcular / = || (z - x 1 + xy 2 - l)dS, onde 5 £ a superfitie 

~r(u, v) - ui + vj + (u 2 + l)Jt, 0<«<2e0^v==5. 

Solu^ao: A hupcrlicic desse exemplo 6 a parte da f rente da calha que pode ser visual izada na Figura 10.6 do exempl 
daSubse$ao 10,1,3, 

Usando a equacno ( I ), temos 

S 2 

I = |J(^ - x * + x ? - \)dS = || (« 2 + 1 - u 2 + uv 1 - l)V4w 2 + i dudv = || uvW4u 2 + 1 dudv 

S it 0 0 

O ° 0 ^6 

Exemplo 2 : Calcular / = j|jrz dS t onde 5 e' a porcao do cone z 2 = x 2 + y 2 que csta" entre os pianos z - 1 e z - 
SoliK-fio: A Figura 10.46 mostra a superffcie Sea sua projec.ao R sobre o piano xy. 



1 



4 

A f 






Figura 10.46 


Usando a equacSo (2K temos 


Cjkulo B - Funics dc varias variavcis, integral multiply integrals curvilfneas c de superficie 


Pass and o para coordenadas polares, vem 

2tr 4 


V2J ^ /cos 2 6 drd$ = V^| 


, r 5 |* Jrt V2-1G23 
cos' 0 — d® = - — 


J cos 2 B dB 


1023V5f f l I 


Excmplo 3: Calcular / = JJ (jc + y + £)*/5, ondc $ = S t U 6 a superficie representada na Figura 10.47. 

Solj^ao: A superficie S i uma superficie suave por partes. Aplicando a deflnicao 10,9.1 sobre cada parte suave, vem 
I 1 i JJ (x+ y + z)dS = ||(i + y+ + || (x + y + z)dS, 


Para calcular || (* + y + z)dS usamos a equacjlo (2). 



Figura 10.47 


J (x + y + <:)dS = I I (* + y + 0) Vl + 0 + 0dxdy = | | (* + <&4> = | (y + y*Yrfy 
4 

= I (2 + 2y)dy = 24. 

Para calcular J| (jc + v + nao podemos usar a equacao (2), pois a superficie S 2 € representada explicita- 
rnente como y = y(x, z), No entanta podemos reescrever (2) como 

tlxdz, (3) 


JJ JJ \ W 


sendo que R' e a projecao de £ sobre o piano Jt *. 
Usando (3), vem 


|| (jc + y + z )dS = || (.t + 0 + z) vTToTo dxdz = I I (* z) rfzrf* = 8. 


Portanto, / = 24 + 8 = 32. 


• " i ' : T .: i r : i : - tic m i ( ih Put' 387 


10-10 Centre de Massa e Momento de Inercia 

O centro de massa e o momento de inercia de uma lamina delgada podem ser cakulados usando-se integrals de 
superffde. 

Suponhamos que S rcprcsente a lamina e que o eainpo escalar /( x, y> z) lepresente a densidade (massa por unidade 
de area) no ponto (a, y, z). Entao, a masstt m da lamina e' dada por 



O centw massa (a, y, z) € dado por 



O momento de inirtte l { de S em relacao a urn eixo L e dado por 



oode 8(x t y, z) da disiancia do ponto {jr t y, z) de 5 ate' o eixo L 

10.10.1 Exemplos 

Excmplo 1 : Uma lamina tern a forma da parte do piano z = y recortadu pelo cilindro x 3 + (y - I) 3 = 1 
I )e term mar ;i massa dessa laminji so a dcnsidiult: imi ponto (.v. v. ;) e propordonal i\ distant; ia desse ponto ao piano ay. 
So I u can: A Figura 10. 48 inoslra a super fide S que represents ll lamina e a sua pmj^io no piano at. 



Fit) ura 10.48 

Como a densidade no ponto (a s y\ z) 6 proporcional a distancia desse ponto ao piano xy t temos 
f{x t y, z) = kz, oride i^uma constante de proportional idade. 



Calculo B - Fun^oes de varias variavcis, integrals rriultiplas, integrals curvilmeas e de superficie 


Usando a equable ( 1 ) da seejo 10.10, vem 

m = || f(x, y, z)dS = || kz dS = k || y Vl + 0 + 1 dxdy = Vl k || y dxdy. 


Passartdo para coflrdenada* polares, tcmos 


Exemplo 2: Determinar o centra de massa do hemisfdrio z - Vl - x 2 - y 2 com densidade f(x r y,z) = 03 
umdiide do massa/unidade de area. 

Solucao: Vamos, nes.se exempb. usar uma representacao parametria para o heinisfdrio superior $: 

r (« t v) — cos m cos v / + sen wcosv / + sen v k+ 0 ^ w ^ 2tt, 0 ^ v ^ — . 

Como a densidade e constants, podemos dizer que 

massa — area de S X densidade constants, 

Portaailo, 

m = 2ir ■ l 2 ■ 0,3 — 0,6 w unidadc de massa. 

Ainda T devido a shnetria de S, as coordenadas x e y do centre- de massa sao mi Las. 
Falla-nos, portamo, calcuJar z. Temos 


s 

Usando a equacao (4) da Secao 10.10, vem 


■b/2 2v 


Z — — - — if sen v • 0,3 • cos v dudv — — \ f sen v cos v dudv = — 
0 t 6ttJJ 2ttJ J 2. 

R GO 

Portanto, (*, v, z) = ^0 t 0, 0 

Excmplo 3; lima Lamina tern a forma de um hemisfe*rio unitario. Encontrar o motnento de indicia dessa lamina em 
rdac/So a um eixo que pajisa pela p61a c 6 perpendicular ao piano que delimits o fierws/e'rro, Considerar a densidade no 
ponto P da lamina proporcional a distancia desse ponto ao piano que delimita o hemisferio. 

Solu^ao: Podemos represemar a lamina como mosfra a Figura 10.49. Nesse caso, o eixo que passa pelo pdlo e € per- 
pendicular ao piano que delimita o hemisferio 6 o eixo dos z* 


A densidade € f(x, y y z) = kz< 


Figura 10.49 


C apitij 10 10 Integrals de superfTtie 


Usando a equacao (5) da Secao S O- 10, vein 


sendo 5 z (x r y, z) = x~ + y 1 (ver Figura 10.49). 

Aplicando a equacao (2) da Secao 10.9 (2), temos 


fVi^Liiulo para coord lunulas poLires, Lcnios 


f ff 2, /: 5 ^ r 2 cos 2 0 r 2 sen 2 0 _ _ 


sendo R' = {(r y fl) | 0 S r S i;6 ss 0 S 2ir}. 
Resolvendo essa integral impropria, obtemos 

r 2b- 


/, = lim j | rdd dr = unidades de memento de inert: in 
o o 


10.11 Exercicios 

1 . Calcular a area da superficie plana 2x + 2y + 3z = 6, 
lomada no 1 B oclanle. 

2. Calcular a area da supcrffcie do parabototde 
y = 3 — (je 2 + £ 2 ) interceptado pelo pJano y = 0. 

3. Encontrar a area da superficie do cilindro jr J + z 2 = 25 
limilada pelos pianos x = 0, x = 2> y = 0 e y = 3, 

4. Encontrar a area do paraboloide z — * 2 + y 2 limita- 
do superiormente pelo piano z = 2, 

5. Encontrar a area da superficie do piano 
2x + y + 2z = 16, interceptado por 

a) x = 0, v = 0, x = 2 e y = 3; 

b) a = 0, y = 0 e a 2 + y 2 = 36, no l a octante. 

6. Encontrar a area da superficie do cone 
Z 2 — 3(.r- + y 2 ) interceptado pelo paraboloide 
Z = x 2 + y 2 . 

7. Detenu inar a area da superficie esfenea 

x 2 + y 2 + z 2 — 9 que esta no interior do cilindro 
x 2 + y 2 = 3x. 

8. Calcular a area da parte da esfera * 2 + y 2 + z 2 = 16 
interior ao cilindro y 2 + z 2 = 4z; 

9. Calcular a area da parte da esfera x 2 + y l + z 2 = % 
interior ao cilindro x 2 i y 2 = 4. 


10. Calcular u area da pane do parabol6ide x = y 2 + z 2 
dctimiiada pelos pianos x -4c A' = 9. 

11 * Determinar a area da porc&o esferica x 2 + y 2 + z 2 — 4, 
cortada pela parte superior do cone x 2 + y 2 = z 2 . 

1 2. Determinar a area da poreao do piano z = 4x f corta- 
da pelo cilindro x 2 + y 2 = 4. 

13. Determinar a area da superficie plana x + y + z = ft 
delimitada pelo cilindro jt 3 + y 2 = 4. 

14. Calcular a aVea da parte do paraboloide 
Z = 4 - (x 2 + y 2 ) acima do piano ry. 

1 5. Calcular a area da parte do cone z 2 = x 2 + y 2 que 
estd no interior do paraboloide % = 2x 2 + 2y 2 

16. Determinar a area da superficie do parabo!6ide 
z = x 2 + y 2 exterior ao cone z = Vjc 2 + y l . 

1 7. Calcular a area da parte do piano 2x + 2y + z = 4 
conipreendida no interior da superficie prismatica 

1 8. Calcular a area total da superficie cuja lateral c parte 
do cilindro x 2 + y 1 = 4; cuja parte superior e' uma 

poreao do hemisfeno z = Vl6 - x 2 - y 2 e cuja 
parte inferior e' a poreao do piano z = 0. 


Calculo B - Funics de varias variaveis, integrals multiplas, integrals curvilinear e de superfine 


1 9. Calcular a area da superffcie plana ^x + z = 4 re- 25. Calcular Jj (x + y + z) dS, onde: 
corfada pelo cone z 

„ a) 5 6 a face superior do cubo 0 £ x £ 1, 

20. Calcular a area da superficie do tetraedro cujas faces o<y<| ()< £ si 

sao partes dos^lanos 0, y 0, x ■+ 4> + 2? S b) £ e" a face da frente do cubo do item (a). 

21 ♦ Seja 5 a face da frente do tetraedro hmitado pelos 
pianos coordenados e pelo piano 

— + ^ + — = 1 a b c > 0. frente da esfera x 2 + y 2 + z 2 = 9. 

a b c * 


Mostrar que a area de 5' C" dada por 

_ 2/. Calcular 


26. Calcular || *(z 2 5 y 2 ) dS, onde 5 £ o hemisferio da 

s 

27. Calcular J|jr 2 £<f$ t onde S £ a superffcie cilfndrica 


A s = V*4? + A\ + Ai 
onde >1 2 e j4 3 slo as areas das outras faces do * 2 + y 2 = 1 ; 0 ^ z < 1 


tetraedro. 

22. lima superffcie 5 6 representada pela cquafSo vetorial 26. Calcular || (x + z ) tfS t onde S £ a superffcie plana 

r(u, v) - cosv i + sen v j + h Z, 0 s ii s 4, 2x + 2y + z = 6, tomada no Poctante. 
0 ^ v £ 2ir. 

a) Mostrar que 5 6 uma parte de uma superficie de 29. Calcular xyz dS, sendo $ a superffcie plana 
revolucao, '* 

b) Determinar a area de S. 3x + 2y + z = 12, delimitada pelos pianos y = 0, 

23. Dada a equacao vctorial y = 2 x = 1 e jc - 0. 

v ' v 1 30. Calcular (jt 2 + y 2 )dS, onde Sea superffcie 

a) elinunar os paxametros u e v determinando a JJ 

equacao cartcsiana da superffcie; esfe*rica x 2 + y 2 + z 2 = 16. 

b) fazer urn esboco e indicar o significado geome'lri- 

co dos pardmetros u e v; rt . 

c) determinar a area da parte da superficie que estrf 31 ■ Calcular Vx 2 + y 2 dS T onde S £ a superficie la- 
enlre os pianos z = 0 e z = 4. s 

jc 2 y 2 z 2 

24. Mostrar que: tcral do cone — + y- y = 0 t D==z^l6, 

a) Se S e" uma superficie dada na forma explfcita 11" 

pela equacao y = y{x t z),entao 32 " Calci,laf JJ ^ ndo S a P arte da ^fiae 

ff^ ^ /5 = y - Jt", dclimilada pelos pianos z = 0, ; = 4 t jf=0 
ex = 2. 

paraboldide 


= ||/(^, v (x, z), Z) yjl + + rf^^Z 33. Calcular || 2^ ^5, sendo S a parte do 

if s 
onde if £ a projecao de 5 sobre o piano xz. z = + y x - 2 abaixo do piano xy. 

I 

s 

recortada pela esfera x 2 + y 2 + z 2 - 2z 


l fdS 


b) Se S d dada por x = x(y, z), entao . m ^ , 

34, Calcular x tf5, s^ndo 5 a superffcie plana z - jr = 2 


|| f( x (y* y» ^)^^ + (5^) + ^5^)" Calcular || vd5, sendo S a parte do piano x = 2, 

recortada pelo cone ; — V x 2 + y 2 e pelo piano 2 = 4. 

onde /?" c ll proj^Tui dc .V sobe'e n phnns v;% 


OpItulo 10 lmcgrais dt supcfffcie 


36- Calcular / 


ondi: 5 '6 a superffcie 


r (« T v) = u f + v j + (v + 
1 < w <2e -1 < v< 1. 

37. Uma lamina lem a forma da superffcie lateral do cone 
Z 2 — 4(jc 2 + y 2 ), 0 ^ z —2< Calcular a massa da 
lamina se a densidadc no ponto (jt, y\ z) & propor- 
cional a distancta desse ponto ao eixo dos j, 

38. Uma lamina tern a Forma da superficie do cone 
£ = 3(jc 2 + y 2 ) limitado por z = 0 e z = 3. 
Detcnmnar o momento de indicia da lamina era 
ivl;ie:'io ;lo eivo dos - >c a dcnsiduili: c /( A', y, z) = I. 

39. Uma lamina lem a forma da parte do piano z = 2y + I 
recortada pelo cilindro x 2 + (y - 2) 2 = 4. 
Determinar a massa dessa lamina se a densidade no 
ponto (x, y, z) e' proporcional a distancia desse ponto 
ao piano xy. 

40- Calcular o centra de massa da parte da superficie 
esfe'rica x 2 + y 2 \ z 2 = 16, que csia abaixo do 
piano z = 2 e acima do piano xy, supondo a densi- 
dade constants 

41 , Uma supcrf fete S 6 represeiitada pela equa^ao vetorial 

7(u, v) - (4cosu, 4 sen it, 4v), 0s«£ 2tt t 
0 ^ i' ^ 2. 

a) Determinar a equaeao cartcsiana de 5, 


b) Desenhar sobre a superficie S as curvas coor- 

denadas obtidas fixando u = *-- e v = 1 T 
respectivamente. 

_ d~r Br 

c) Determinar o vetor — X — no ponto em que 

eta 9v 

« = - c v = 1, representando-o no correspon- 

dente ponto P de S. 

d) Supondo que uma lamina de densidade conslante 
6 representada por 7(it,v), determinar o momen- 
to de in&cia da lamina era reta^ao ao eixo dos z. 

42* Uma lamina esfe'rica e* representada pela equaeao 
vetorial 


r {u, v) = (a cos u cos v, a sen u cos v, a sen v) , 

0 « < 2ir e -— < v < — . 

2 2 

a) Supondo a = 4, representar sobre a esfera as cur- 

77 77 

vas coordenadas obtidas fixanek) it = — e v = — , 
4 6 

respectivamente. 


b) Determinar os vetores tangentes 


dr { 77 77 \ 


du \4* 6/ 


c) Determinar o vetor 


representando-os sobre a esfera. 


Br b7 / 77 ir\ 


represen- 


tando-o no correspondente ponto P. 
d) Supondo que a denudadt; da esfera e oonslanlo, 
calcular 0 momento de inercia da esfera com 
rela^ao ao eixo dos y. 


10.12 Integral de Superficie de um Campo Vetorial 

No Capftulo 9 + vimos que a integral curvilfnea de um campo vetorial depende do sentido de perctirso sobre ('. Lslo 
i, depende da orientacao da curva. Anulo^aniu'iitc, vcrcmos que a inicgral da superficie de um campo vetorial depende rA 
do I ado da superficie escolhido para a integracao. Todas as superficies consideradas serao superficies orientdveis, 

10.12.1 Definigao 

Sejam 5 uma superffcie suave, representada por r (w» v) — x{u, v) i + y(u,v)j + z(u, v)k, (u y v) E R, e 
n — n{u,v) um vetor unitario, normal a S. Seja / um campo vetorial definido sobre S. A integral de superficie de / 

sobre S, denolada por / 4 ts tiS, e del mi da pela cqua^ijcf 


1 



i|Li;irulu a inleiiial a diivita 'j viM::. 

So d sup^if it, k S o suave por partes, a integral c deflnida como a soma das integrais sobre cada pedaco snave de S. 


Calculo B - Funcftes de varfas variaveis, integrals rmiltiplas, integrals curvilmeas e de superfide 


10.12.2 Calculo de integral jjf-ndS 


Seja n, o vetor normal unitario de S, dado pur n. 


or or 

du Bv 


Podemos ter n = n ou n = -n t . Portamo, substhuindo em (I), vem 


y f '"" - )) -\ou X a* 


ditiiv 


(2) 


Teremos o sinal positivo cm f rente a integral dupla qujjndo o lado de S escolhido para a iniegraelo for o lado do 
qua! einana o vetor normal unitirio n v Em caso eontrario, teremos o sinpl negativo em f rente a integral dupla. 

10.12.3 Exemplos 

Ex€tnplo 1 1 Calcular || / - n dS, sendo / = xi + yj + ^it e 3 a superficie exterior da esfera representada por 

s 

r(u, v) = (acosucosv, a sen u cos v, a sen v)* 0 — u — ^ir, — ?L< V -<?L. 

So I u can: No Exemplo I da Subsecao 10.6.5, calculamos — — x — — obtendo 

du dv 

— x — = (a 2 cosH cos 2 v } o 2 sen « cos 2 v, a 2 sen v oosv). 
Bu dv K ' 

Vimos tambem que esse vetor aponta para o exterior da esfera (ver Figura 10.37). 

Como o Mo escolhido para a imegnic&o £ o lado interior dc S . tercmois o sina! (+) em frame a integral dupla. 
Usando a equacao (2), vem 

|| / * « = || (u cos u cos v, a sen u cos v, a sen v) - (a 2 cos « cos 2 v, a 2 sen u cos 2 v, a 2 sen v cos v) dudv 
s R 

= || (a 3 cos 2 u cos 3 v + a 3 sen 2 u cos 3 v + a 3 sen 2 v cosv) aWv 
= IJ (a 3 cos 3 v + a 3 sen 2 v cosv) dudv = || a^ 1 cos v dudV = a? | | 

R R 0 


cos v dWu ■ 4ira 3 . 


Exemplo 2; Seja S a superficie exterior do paraboldide ~r(x, y) = [x y y y x 2 + y 2 ), (x, y) E R, onde 

R = {(x, y) | x 2 + y 2 s 4}. Determmar || / ■ no's, sendo / o campo vetorial dado por / = (3*. 3>\ — 3z), 

j 

Solucao: No Exemplo 2 da Subseclo 10.6.5 t vimos que o vetor normal unilario 

— x — 
_» dx dy 


hr . Hr 

Bx " dy 
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aponta para o interior do paraboloids dado (ver Figura 10.3S). Como o lado escolhido pjta a iiUc«i"Li^ucj i- o LuLn c*lc- 
rior dc S\ tcrcmos o sinal (-) cm f rente a iiitegraeao dupla. 

Como 4~ ^ ~ = ( — 2jc, — 2y, 1), usando a equacao (2), vem 
ou By 

|| / • «rfS = - || (3r, 3y, -3(jr 3 + y 3 )) ■ (-2x, -2y T 1) J*dy 
= - || ( -6.V 2 - 6/ - 3* z - 3y 2 ) <i;cf/y 

-9jl {* 2 + y)^x 

Fassando para cuordenadas polares. temos 

2 2* 

||7'«tf5 = 9||^rt0tfr = 72flr. 

10.1 2.4 A nota^ao JJ (/, dydz + / 2 + A <fcwfy) 

Se a superffcie S6 representada por ?(«, v) = x{u, v) i + y(«, v) j + ^(u, v)&, («, v) GiJ,o vetor — X — 
pode scr cscrilo m forma - 

£l x — = *(* O 7 + £(£i£) 7 + £ifiZ> £ 

5u 5v d(u, v) v) v) 

Assrm, se o eampo veronal / 6 dado por / — f t i + / 2 / + / 3 Jt, usando a equacio (2X podemos esercver 

II ' • " ds - * ff*< ? < u ' »» £f> ^ ± I /2(7(u - v)) dudv ± f ^ v)) W) dudv - 

S R R R 

Essas integrals lembram a formula de mudanc,a de variaveis para integrals duplas e sugerem a notaclo traditional* 

(3) 


j 

f ■ n (IS - 

j (/, dydz 1 fcdzdx ■ futxdy). 





10.12.5 Interpreta^o ffsica da integral JJ/ - ndS 

s 

Consideremos urn fluido em moviinento em um dommio D do espaco. Sejam v (x, y % z) o vetor velocidade do flui- 
do no ponlo (x, y. z) c p{x, y, ;) a sua densidade. S^ja / o campo veronal dado pur 

/(*, y, z) = y, v y, z). 
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O veior [ tern u mesma dirc£5o da velrxridade e seu cornprimento (em dimensoes 
massa distancia massa 


mud. voJ, unid. tempo (unid. area) (unid. tempo) 

Assirn. podemos d\/,cr que / represeuiit .1 i|ii;ini ickuLc lJl- nuissii tic fluido. por unidnde de area e por unidade de 
tempo, que escoa na diregao de v , em urn ponlo qualquer {jtr, v, z) £ Z). 

Sejam 5: r (« t (« t v) E /?► uma superfTcie parametrica suave, contida em D, e ;/ um vctor uniiario, tiorrnai a 
Sr A componeme de /, na direeao de a (ver Pi»ura 10 50), 6 dada por 

|/|cosor = |/||wfcosit = / ■ n 


Figura 10.50 

Portanto. se dS 6 o elemenlo de area de supcrficie de 5, 0 produto (/ ■ n)dS represcnta t> volume de um prisma 
cuja area da base 6 dS e euja ahum 6 a components de / na direcaode n. Podemos t etltSo, dizer que (/ * n)dS nos di 
a quantidade de massa de fluid® que atravessa dS* na direeao de ti, em uma unidade de tempo. 

A quantidade total de massa de fluido que atravessa a supcrficie 5, na direcjio de ri, em uma uuidade de tempo, serd 
dada por 

(4) 



e 6 chamada flwco do oxmpo veiorial f . alrav£s da superf fcie $. 

10.12.6 Exemplos 

Exemplo 1 : Um fluido de densidade constante, com velocidade v = (-2*, ~1y y z), escoa atrave's da superficie 5 

dada por r («, v) = (wCOSv, u sen v. tr - 1), 0 £ u £ 4, 6 £ v £ 2ir f na direc,ao do vetor — — X — \ 
Determinar a massa de fluido que atravessa S em uma unidade de tempo. ^ W ^ V 

Soiucio: Devemos cateular 

^ jff-ndS 

s 

sendo / = ^(-2*, -2y, z) e p$ uma constante, 

Como queremos o fluxo na direcao de X teremos o sinal (+) em frente a integral dupJa. 

Hit Hv 
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Co mo 


bu dv 


J k 

cos v sen v 2u 
u sen v hcos v 0 


{ — 2u 2 cos v t - 2u 2 sen 


u^ntln :l fjqLi;sc/io (2), 

(/» _ Jj / ■ « dS = + JJ p 0 ( - 2u cos v, - 2h sen v~ ir - 1 ) ■ { -2u 2 cos v T - 2« 2 sen v, u) dudv 


= Po J J (4u 3 eos 2 v + 4k 3 sen 2 v + w 3 — u)dvdu = 624ir po unidades de fluxo. 

Excmplo 2 1 Sejam $ a superficie plana limitudn pelo triangulo de vertices (4, 0, 0), fO, 4, 0) e (0, 0, 4} e n urn vctor 
unitario, normal a S, com componente 2 nao negnliva, Usando a representacao vetorial de S dada por 

>*(w T v) = (u + 2v, U - 2v, 4 - 2u) t 

determinar o fluxo do campo vetorial / = jr / + yj + zk, atraves da superfjcie S T na direcao de ft. 

Solurao: A Fignra IQ.5 1 mostra a superficie S e o vetor n. 
Usando a represenla^ao vetorial dada, temos 


dU dv 


i j k 
1 1 -2 
2-2 0 


-4i - 4/ - 4£ r 



Fig lira 10.51 


Como o vetor normal unilario escolhido para integragao tern componente z nao negative e a componenle z do vetor 
< — e negativa, tercmos o s 
Usando a equacao (2), vem 


5r dr 

— X — 4 negativa, tcrcmos o si cut I nc^imo em {rcniu l'l integral dupla. 


^= jj/-nrf5= - JJ (a + 2v,h-2v,4- 2u) * (-4,-4,-4) 


= ~ J|[-4{« + 2v) - 4(w - 2v) - 4(4 - 2u)]dudv - 16 JJdwrfv = 16/1*. 
* if 
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Para determinar a rcgiao /?, devemos rcsolvcr o si sterna de inequacoes 

0 < it + 2v £ 4 
0 ^ w - 2v 4 
0 < 4 - 2u ^ 4, 

Esse sistema pode ser resolvido geometricamente (ver Figura 10.52). 



Figura 10.52 


2 ■ 2 


Tenuis, entao, 0 = 16 * ^ = 32 unidades de fluxo. 
Exemplo 3: Seja S uma superficie suave representada na forma cxplicita por z = z(x, y). Usando x e y como 


parametros, determinar uma equacao para calcular 


Sol ucao: Usando x e y como parametros, podemos rcpresentar S pot 

~r(x,y) = xi + yj + z(x,y)k, (x>y) G /?, 

sendo que R 6 a projecao de S sobre o piano at. 
Analisando o vetor 

— X — = 1 ; + 

dx dy BX By 

vemos que ele tern comporiente z positiva. 

Portanto, senium vetor unitario, normal a S. com componentc z positiva, usando a equacoo (2), temos 


-fi(x y y, z(x, y))j^ - f 2 (x,y, z{x, y))^ + fr(x, j^(* T y))J dxdy. 


Se a componente z do vetor n for negativa> leremos o sinal {— ) em (rente a integral clupla. 
Portanto, simplificando a notag^o, podemos escrever 


(5) 
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Excmplo 4" Revolver 0 Exemplo 2, u&andu a forma exph'cita Z = 4 - X - y. 

Solucao: Como o vetor n, dado no Exemplo 2„ rem componente z positivo. usando a equacio (5) lemos 

jjf>ndS= -y(-l) + 4-x-y]dxdy = ^Adxdy = 4A R . 

Nesse caso, a regMo /? 6 a projeeMi dc £ sabre o piano jry, que pode ser vista na Figura 10.53, Porta nto, 

4 - 4 

S — 4 • — 32 uddades de fluxo. 

2 



Figura 10,53 

Exemplo 5: Scja Sa parte do cone z = (x 1 +■ y 2 )^ deYmiitada pe)o riJmdro r 1 + y 1 = } t com a normal apontan- 

do para fora. Calcular || {Idydz + 5dzdx + Mxdy). 

s 

Solt^ao: Na Figura 10.54a* represenlamos a superficie 5ea normal dada T em algum pontos de 5, A Figura I0.54b t 
moslra a regiio R, que e J a proje^ao de S sobre o piano xy. 



Figura 10.54 

Observando a Figura 1 0.54a T vemos que o vetor normal n tern componente z negativa. Portanto, usando a equaeao 
(5), temos 

\\j-ndS = || (My* + Uab + 3^ = - j ("2^== " 5 yTO + 3 ) 


Hssll intcgnil l : urint integral imprupria. PlwwhkJo psirw emnlunadHs pulurcs, lenws 


Itf 1 .SIT I 

f /■»'»= "J I [^y^ - + 3] rdrde . -J [«m J (-2cc.se - 5 sen* + 3) /-dr] * 
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cos fl - 5 sen & + 3) d$ = -3ir. 


Observamos que a superficie dada nesse exemplo nao e suave na regiao de ititegracao, pois ela apre.senta pnoblemas 
na origem. No entanlo, foi possivel calcular a integral dada, alraves de uma integral tm propria. Sempre que a superficie 
apresenta pmhlemas em um pot) to, pndemos ncloLir cs^c pmcirdimeiiio. Ncs*c east), a integral dc superficie ex isle qusui- 
do a integral impropria converge. 

Exemplo 6: Sejam S uma superficie parame'trica suave, representada por r{u. v), («, v) B R e n = n(u t v) urn 
vetor unitario, normal a S. Se / £ um campo vetorial continue definido sobre 5 e T6 a componenle de / na dire^ao de 
b, mostrar que 



Solucao: Pe!a definicao 10.12.1, temos 



A componenle de / na direcSo de n 6 dada por 


T= \?\ 


sendo que a€o anguio entre fen (ver Figuia 10.55). 
Como n 6 unitario, temos 


T = |/|j/?|cosa = / ■ n. 



Figura 10,55 


Portanto, 



c ussim, pely ttefinieao IQ.y.l. temos 



s 
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Esse resultado nos permite fa^er urna amdlise da integral de superficie de um eampo vetorial em diversas snua^ocs 
praticas, como segue: 

a) Se T em cada pomo da superficie S, o eampo vetorial / for perpendicular ao veior n\ a integral de / sabre S 

sera* nula, Em particular, se / representa a densidade de fluxo de um fluido em movjmento, serd milo o fluxo 
atrave's da superficie S. 

b) Sc t) angulo cnire / c Ear j^udo, u compancnte dc / na dircciio tit it seni pimiiva c, dessa forma, leremos 
um fluxo posiiivo atravels de 5. 

c) Se o angulo entre f e /i f or obtuso, a components de / na diree,ao de n sera' negativa. Nesse case, teremos 
mm fluxo negativo atraves de S. Na prillca, isso significa que o fluido estara atravessando a superficie 5 no 
sentido contrdrio ao do veior n. 

A Figura 10,56 esquematiza as tres situa^oes descritas. 



4-0 #>e ^--o 

Figura 10-56 


Exemplo 7: Determinar o fluxo do eampo vetorial / = (x, j\0) atraves da superficie exterior do s61ido x 3 + y 2 ^ 9, 
0 £ ^ £ 4, 

So I u 920: Como a superficie dada e formada por ires panes suaves, S 2 t (ver Figura 10,57), temos 



Ftgura 10,57 


Para as superficies Si e $ 2 . temos n = kcn = -k, respectivamente, Como / = (x, y, 0), em ambos os casos T 

a componente dc f na direcao de n e nula. 

Portanto, usando o exemplo anterior, conclufmos que 

Jj/- ndS = jj/- « <tS = 0. 
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Para calcular || / * n dS T precisamos de uma paramctriiaglo de Sj, Conforms vimos na Subsegao 10.23, S$ pode 

ser representada por r (u, v) = (3 cosu, 3 sen u, v)» onde 0 ^ u < 2ir e 0 < v ^ 4. 

Como ^— X ^— = (3cosu, 3 sen u, 0), usando a equa^ao (2) temos, 
all av 

2u 4 

|| / * = || (3cos«, 3 sen u, 0) - (3cosu, 3 sen u, 0) dudv = | 1 9( cos 3 « + sen 2 w) dudv = Hit. 


Logo, 


4>= || / ' « rfS + || / ■ " dS f || 7 ■ « ^5 = 0 + 0 + 72tt = 72ir unidades de fluxo. 


10-13 Exercicios 

1 . Pfovar que: 

a) Sc a superficie S e dada na forma cxplicila por 
y = y(x> y) y (x, z) £■ fl\ onde /?' e J a projecao 
de S >ohrc o phum tr - e ff denoia a norma] iinilfiriy 
de S com componente v nao negativa, obtemos: 

|| / - ndS = || /i<tytfz + fidzdx + / 3 rf*</y 

b) De maneira analoga, se S 6 dada por x = z), 
( v, z) E onde iTd a projecao de S sobre o 
piano yzc n denota a normal unitaria de $ com 
componente jr nao negative, temos: 

|| 7 ■ "dS = || fidydz + /^zd* + /jdxity 

2. Scja 7 a superffeie exterior do tetraedro limitado pe- 
los pianos coordenados e o piano x + y + z = 4. 
Calcular 


ff 


/ = | J {yzdydz + xzdzdx + xydxdy) t 
onde: 

a) S 6 a face da frente de T; 

b) S 6 a face de 7 que esta no piano xz\ 


c) S € a face de 7 que esti no piano yz\ 

d) Sea face de T que esti no piano ht; 

e) Sonic os resultados dos itens (a), (b), (c) e (d), In- 
terprete fisicamente. 

3. Urn fluido tern velor densidade de fluxo 

/ = xi - (2x + y) j + k. Sejam 5 o hemisferio 
x 1 4- y 2 + z 1 = 4, z ^ 0, e n a normal que aponla 
para fora, Cakular a massa de fluido que atravessa S 
na direcao de n em uma unidade de tempo, 

4. Calcular || / * n dS, sendo / = yi — x j e S a 

parte da esfena x 2 + y 2 + ^ 2 = a 2 no l fl octante com 
a normal apontando para fora. 


5* Calcular 


jjf'ZdS, 


sendo f — xi + v/ + ^Jt* 


5 a parte do piano 2x + 3y + 4z = 12 cortada 

pelos pianos jt = 0^v = 0. x = ley = 2ena nor- 
mal com componente z nao negativa. 

6. Calcular / — ||j:Vy^z + y 2 dzdx + z 2 dxdy t onfe 

s 

S 6 a supersede exterior da semi-esfera 
a 2 + y 2 +z 2 = a 2 ,z^ 0. 

7. Calcular || jt rfyrfz + y dzdx + z dxdy* onde 5 6 a 

superffcie exterior do cilindro + z 1 = a 2 limitada 
pelos pianos y — — 4ey = 4, 
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Nos excrcidus Sail, calcular a integral de superffcie 

d;td;L 


8* Jj Jt dydz + 2y dzdx + 3z dxdy, onde 5 € a superfT- 

cie plana delimitada pelo triangulo de vertices (X 0, 0), 
(0, 2, 0) e (0 S D t 3) e a normal afasta-se da origem. 


I 


9, dydz + dzdx + dxdy. onde S € a superfieie 


exterior do cone z y delimitado pelos pia- 

nos z ~ 1 e z = 4. 

10. J | x*dydz + y 2 dzdx + z^dxdy, onde a supertT- 

eie plana jc + y = 2, del imilada pelos pianos coordena 
dos e pelo piano z = 4 e a normal se afasta da origem. 


"•I 


x dydz + y dzdx + z dxdy, onde 5 d a superfi- 


eie plana jc = u + v, y = u — v,z — \ - 2u f toma- 
da no l fl octante, e a normal afasta-se da origem. 


12, Calcular 


sendo f = xi + 2j + 3k 


e S a superffcie exterior da esfera 

t (u, v) = (2 cos u cos v, 2 sen u cos v, 2 sen v) T 

„ 77 77 
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1 3. Sejam S a superfieie plana limitada pelo triangulo de 
vertices (2, 0, 0), (0, 2, 0) e (0, 0 T 2) c * um vetor 
unitario normal a S, com componente z nao negativa. 
Dcicrminar ti fluxo do Lampo veronal 

/ = y i + xj + 2k, 
atraves da superfieie 5, na dire^ao de 

14, IX'tcrrniriLi]- o fluxo do campo vetorial / (0,2x2; j 
atrave's da superfMe exterior do s61ido x 2 + y 2 < 16, 
0 f= z < 4. 


15. Caleuter/ j 


sendo 


/ = (* + l)i + v/ + 2* 

e S a superffcie exterior de z = + 1 delimitada 
por jc = G\ jt = 1 e z = 17. 


1 6, Determiner o fluxo do campo vetorial 

f - (2x,2y,2z)> 
atrave's da superfieie esf erica x 2 + y 2 + z 1 = a 2 in- 
terror ao cone z com normal exterior. 

1 7. Sejam S } a superfieie paramc'lrica dada por 


v) = (u, i\ W+7), u 2 + v 2 36, e ^ 4 
superfieie dada por 

/^(u, v) = («, i?, - Vw 2 + v 2 ), w 2 + < 36. 

a) Calcular o fluxo do campo vetorial 

atraves de 5\, na dirc^ao do velar normal unitark 
exterior a 5^ 

b) Calcular o fluxo de / atraves de S 2 na dkecao d< 
vetor normal unitario exterior a S 2 . 

c) Comentar os resultados obtidos em (a) e (b) 
interpretandi>os fisicamente. 


I 


1 8- Calcular /] = / ■ n l dS< onde n { 4o vctor oonna 


unitario superior de 5, e / 2 


onde /j, < 


o vetor normal unitario inferior de 5 T sendc 

f = xi+yj+zk e 5 a parte do plane 
3* + 2y + z — 12 cortada pelos pianos x = 0 
y = 0, x = 1 e y = 2. 

Por que o resultado de I 2 e' ncgativo? 

1 9, Seja 5 a superffcie parametric a dada por 

r (u t v) = {«, v, Vw 2 + v 2 ), com « 2 + v 2 s 36. 

a) Deierminar o vetor normal — x — no pontc 
^3, 4, 5). d " dv 

b) Calctdar o fluxo atrave's de S, do campo vetoria 

7 , . dr dr 

f = (x, y. — z), na direcao do vetor — X — . 

c) Como se explica o sinal negativo que ocorreu en 

(b)? 


20. Calcular / 5 - Jj / * n. dS, onde tt^ 6 t» veior nornvi 

s 

unitario superior de S, e l 2 — JJ / * n 2 dS, onde 
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o vetor normal inferior dc $> sendo 
f = 2i + 5/ + 3A: 

e S a parte do cone z = (x 2 + interior ao 

cilindro x~ + y~ — L Por que o resnltado de ! x € 
positivo? 


21 ► Seja 7 a regiao timitada pelos graficos de 
jc 2 + y 1 — A„z = 0 c z = 3. Seja 5 a superficie de T, 

L-om iL normal exterior. Calcular \ \ f j n </\. sendo 

7 = (^y,z 3 ). 


10.14 Teorema de Stokes 

No Capilulo 9 T virnos que, sob cert as condicoes, uma integral curvilmea no piano pode ser transformada em uma 
integral dupla, pelo teorema de Green, 

O teorema de Stokes coast it ui uma generalkaeao do teorema de Green para o espago tridimensional e node ser uti- 
lizado para transformer determmadas integrals curvilineas em inlegrais de superficie, ou vice-versa. 

Alem disso T ele € dc grande import£ncia em aplieacocs fisicas. 

10.14.1 Teorema 

Seja $ mna superffeie orient£vel t suave por partes, deli mi tad a por uma curva fechada* simples, suave por partes, C. 
Entao, se g 6 urn campo vetorial continue, com derivadas pareiais de l a ordem contmuas cm urn dommio que contem 
5 U C temos 


rot g - n dS 


| 8 


(1) 


onde a inlegraeao ao longo de C e efetuada no senlido positivo dclerminado pel a oricntugao dt: S, como mostra a Figura 
10-58. 




Figura 10.53 

Sc o campo g tern components g h g : e ( 1 ) pode ser rcescrita como 

m 


(&dx + g 2 dy + gyriz) = 


(2) 


Prova Partial: Vamos fazer a demonscracao para uma superffeie 5 parametrizada por 

7 (it, v) = x(u T v) i + v(m, v) j + z(w> v) & s (u, v) E /?, 

supondo que as derivadas parciais de 2 a ordem de 7 sao continues e J? d uma rcgiao em que podemos aplicar o teorema 
de Green, O vetor n considerado sera o vetor 
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dr dr 

X 
du Bv 

— X — 
du dv 


Para obtermos (2), basta mostrar que 


c s 


(3) 


(4) 


(5) 


Vamos provar a equacl® (3 J. 

Scja C| a curva que delimita a regiao R. Suponhamos que Ci £ orientada no sentido anti-horario e que o sentido po- 
sitive sob re C detenninado pela orieniacao de S, corresponde ao sentido positive de C\ (ver Figura 1 0,59), 



Figure 10.59 

Scja h (/) = (u(t), v(t)),t G [a, b] uma parametrizacao de C,. Entao, 
?((«(!), f(0), /E 

d uma paraiiietrizacio da curva C 

POftanto, escrevendo w = w(0. v = temos 


^ = [ g] (7f>,v)) dx{U : v) dt. 


dt 


Usando a regra da cadeia. vem 

b b 

f( ^fdxdu dx dv\ „ [{ , . dx . . bx\ (du dv\ . 

a „ 

= ^ / * <jl\ onde / e o campo vetorial dado por 

/ = (a(?(»,v))g lft (?(« > v))|). 


Calculo B - Fimc&es varias variaveis, integrals, multiples, integrals curvilineas t de superficte 


Aplicando o teorema de Green, obtemos 


>• i^U(?<",'))Sl-4lji("(--')>g}}**- 


Como r (u, v) tern derivadas parciais de 2 a ordem continues, a integrate a direita existe. 
Desenvolvendo as derivadas parciab do integrando com o auxflio da regra da cadeia temos 

C ft 

= |||^[aW^v)»y(^v),4ilrV))^j - ^[gi(*(n, v),y(u, v^zfu, v)) jrfudv 

J? 

ff f , ✓ v , v 9gt By dg l dz\ dX 

JJ l 5,v v ' ' v 1 v " du&v \dx du dy du dz duj dv 
k 

- v),y(u,v),2(u,v)) — 

\dx dv dy dv dz dv/ du J 
Aplicando o teorema de Schwarz e agnipando conven ientcmcntc, vcm 

L g]dx = ff [** (** *£ _ * **\ a& a* _ *l **\\ 

J ' )}[dz\ftu iiv dv du) dv \dv int du dvjj 

C R 

m (i\^^_^y)] dud ^ \\(^ dzdx ^f dxdy \ 

JJ L dz d(u, v) dy d(u, v)\ JJ V dz dy '} 

R S 

De forma aniloga, podemos provar as equates (4) e (5). 

Observamos que a demonstraeao do teorema de Stokes no caso geraJ € bastanie elaborada e foge aos objetivos deste 
texto. 

10.14.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Usando o teorema de Stokes, calcular / = J (y 2 dx + z 2 dy + x 2 dz), onde C6o contorno da parte do 

c 

piano x + y + z = a, a > 0 que estd no l u octante, no scntido anti-horario. 

Solu^ao: A Figura 10,60 mostra o caminho C de inLegnicuo. Como Cd form ado por tres partes suaves t para obtermos a 
integral dada usando a definicao 933, devemos calcular tres integrais curvilmeas. Pelo teorema dc Slukcs, podemos 
trartsformd-la em urna unica integral de superftcic, 

Vamos escolher uma superffcie S que seja deli mi tad a pela curva Ce orientar S de forma a ser possivel a aplica^ao 
do teorema. 

Como a curv a dada c plana, escol nemos para S o proprio piano que conte'm a curva, Em nosso exemplo, o vetor 7i 
serd o vetor normal superior de S (ver Figura 10-60). 
Usando a equae,ao (2 k obtemos 

/ = JJ[~ izdydz — 2xdzdx — 2ydxdy\ 


CAPiTULO 10 Integrals de superfine 



Pnru Lukukir essa integral Jl 1 su perfidy vamos usar u forma explicitae aplicar aequiit^O (5) da Se^aO 10.12. Temos 

' = ^ ->')(-!)]- (-2*)(-l> -2y)dxdy 

ft 

= - 2a jj dxdy t onde /? £ a projecao de 5 sobre o piano xy (ver Figura 10.61). 

R 

Logo, / = —2a - = —a 3 . 



Figura 10.60 Figura 10.61 


Exemplo 2t Seja .S a parte do giafico de z = 9 — jc 3 — y 2 s £ 3e 0 corn normal exterior. Determinar 

IT rot £ * n d£ t sendo g ■ (3z, 4jc, 2y ) . 

Solu^ao: A Figura 10.62 mostra a siiperficie S e a cuna C que deli mica 5. Como a normal considerada e J a normal exte- 
rior, podemos observer que a. curva C dove set orientada no sentido anti-hor£rio. 



Figura 10,62 

Usando a representacao vetorial de C dada por 

r (r) — (3 cos/, 3 sen t y 0), 0 £ f £ 2tt, e aplicando (l) T obtemos 


|| rot | -n dS = | | * dr = | (3 * 0, 4 « 3cosr, 2 ■ 3 sen t) ■ ( -3 sen 3cos/. 0) dt 

s CO 

1* 2-rr 

= 1 36 cos hdi = 36 |Q + | cos2/^f = 36tt. 


Calculo B - Purines de varies variiveis, int«nais multiplas, integrals curvilfneas e de superfine 


Exemplo 3; Sejant S ] a superficie paraboliea z - x 2 + y 2 , 0 s z ^ 4, com normal exterior e S 3 parte do piano 
Z = 4 delimitada pelo cilindro x 2 + y 2 = 4, com normal inferior, Moslrar que 


|| rot g ■ « i 


|| rot g • n dS t 

Si 


sendo g um campo velorial com derivadas parciaLs de l a ordem continuas, 

5on.JC.ao: A Figure 10.63 mostra as superficies S t e S 2 . Podemos observar qne as duas superficies sao delimiladas pela 
me s mill Lurvn (' c quuv pariL apliear o leonmnt t.k: Siokc*, cm ambos OS C3SOS, C dCVC 9Ct onrnhuLi no SCflttdo hor»irii>, 
Portanto, nsando a equagao (1), obtemos 

|| rol g ' n dS = ^ g ■ d7 e || rot g ■ n dS = | g ■ d r 

c % c 

JJ rotg" 


concluindo* dessa forma, que 


u dS 


|| rot g ndS 


Esse resultado pode ser generali^ado, $e g 6um campo vetorial cootuiuo com derivadas parciais de I a ordem con- 
tuiuas, a integral de superficie do rotacional de g depende apenas da curva que deliniita a superficie. Isto e\ se 5| e 
sao del i mi lad;] s iicki mesnia curva C e doterminam a mesma oricntacao cm C (vcr Figara 10.64), tamos 


|| rot g - n = || rot g ■ n dS 



E 








Figura 10.63 


Figure! 10,64 


Exemplo 4: Calcular / = | (sen z df.v — cos x dy + sen z rfz), ondc Ceo perimctro do retimgulo 0 ^ x ^ jt, 
c 

Os^sl, z = 3no sentido hordrio. 

Solucao: A enrva C, que £? fonnada por qualro pedacos suaves, pode ser vista na Figura 1 0.65. Nesse exemplo, a super- 
ficie S € dada na forma exph'cita pela equacao z = 3 e o vetor n tern componente z uegativa. A proje^So de 5 sobre o 
piano x}- e o retangulo 0 ^ x < 7r t 0 ^ y ^ \, 
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Figura 10.65 

Porianlo, usaudo [2) e a ct|UU<^o O) da Seem) 10.1 7, tenuis 

/ = J| [(0 - 0) dydz + (cosz - 0) dzdx + (sen jr - 0) dxdy] = || [ccszdzdx + sen xdxdy] 


(-0 - 0 - cos 5! - 0 + sen x) dxdy = - J J sen x dydx = -2, 

o o 


Excmplo 5: Uma intcrprcta^ao flsica do rotacional 

Se v & urn campo de velocidade de urn fluido em movimento t usando o teorema de Stokes podemos obtcr uma inter- 
pretagSo fisica para o rotacional de v. 

Dado urn panto P no dommio de v, sejam S t a superficie de urn disco de raio r. cenirado em P, e C r a circunfe- 
rciiL-ijj qm Jdimita esse disco. I Acolhcinus tim veior unitario, normal a S r , e determinamos a correspondent orientacio 
de C r (ver Figura 10.66), Entao, supondo que v satisfaz as biptitescs do teorema de Stokes, rernos 


(6) 



Frgura 10.66 

Conforme vimos na Subsecao 9.3.5, a integral curvilinca <t ♦ dr nos du a circulacao de v ao redor de C„ a qual 
representa a tendencia do fluido em gLrar em torno de C r . £ 

Para r suficientemente pequeno* podemos dizer que ^ v * dr desereve o eornportamento do fluido nas proximi- 
ty 

dades de P, fornecendo uma medida da tendencia do fluido em girar em torno do eixo dctLTrimuido por //. Por ontm I ado, 
nos pontosde 5 r , podemos aproximar rot 7 * n pelo valor cons [ante rot ^(P) * n . Enlao s se representarmos por A f a area 
do disco $ n a integral do segundo membra de (6) e' aproximadamente dada por 

|| rot v ■ n dS ^ A r [iot v(P) * Sj. 

s, 


Calculo G - Funics de virias variaveis, integrals multiples, integrals curvilinear c dc supcrfirie 
Substituindo esse valor em (6J f obtemos 


v (I? = A r [ro\ v(P) • n]/ ' _ 

A expressao (7) nos diz que a drcuia§ao em torno de C T ser£ maior quando o vetor n tiver a mesnia direc,ao do vetor 
rot v(P). Podemos, entao, dizer que rot v (f ) determina 0 eiso em torno do quul a eircula^ao £ maxima nas proximi- 
dades do ponto P. Em Dinamica do Flwdos, o vetor rot v 6 chamado v6rtice do e&coamento. 

Usando a equa^ao {7) T tambem podemos dar uma delinicao alternativa do rotational dc um campo vctorial f\ como 
segue: 



(8) 


A cqtiac.au (H) define a componenlc de rol / ua dirceuo de uiti vetor J? perpendicular ao disco S r Se tomamos, suces- 
sivamente, o disco S r contido em cada um dos pianos eoordenados, com uma orientacao conveniente T obtemos as com- 
ponents do roi / il»s diiecocs /. ,'' e k . lmo l\ obtcinos j*. cotnponente.s caitcsianas de rot /. 

Fisicamente, essa defmiclo nos dia que a componente de rot / em uma dada direclo n 6 a densidade de circulac.ao 
(circula^ao por unidade de area) de / em torno de n . 



10-15 Teorema da Divergencia 


O teorema da divergencia expressa uma relacao entre uma integral tripla sobre um so Lido e uma integral de super- 
ffcie sobre a fronteira desse solido. 

Esse teorema tambe~m € conhecido como teorema de Gauss 1 6 de grande imporulncia em aplicacSes ffsicas; 

10.15,1 Teorema 

Seja T um solido no espac,o, limitado por uma superffcie orientavei 5. Se n € a normal unitaria exterior a S e se 
/ (x, y, z) = f\(x, y\ z) i + / 2 (jc> y, z) j + h( x > y> z)k 6 uma func,ao vetorial con if una que possui derivadas par- 
dais de l fl ordem contmuas em um dommio que contem T, entao 



[jdiv JdV 

CD 


ou |j [f\dyd- f fydzdx + f\dxdy] = 


dxdydz. (2) 





Prova partial: Para mostrar (2)> basta mostrar as ires equactjes; 


0) 


Capitulo 10 


J 


"" II fj<fc<ty* 


.11 


S T 


(5) 


Vamos provar a equagao (5). 

Suponhamos que o solido T€ urn conjunto de pontos (jt\ y„ z) que satis faze m a relagao y) ^ z ^ f(x, y) y 
para y) E /?, onde flea projecao de Tsobre o piano x\\ limitada por uma curva suave fechada simples C. 
As f undoes/ e # sio conlinuas em J? com g{x,y) s /(jc,y) para cada ponto (jc, E /? (ver Figura 10,67). 



Figura 10.67 

Entao, a superffcic S € composta por (res partes: 

S 2 :z = f(x,y) > (x,y)^R 

Podemos; dizer que Sj € a 'base' do s61ido T S 2 6 a 'tampa' c Sj, a 'parte lateral'. Pode ocorrer que 5 3 degencre err 
um eurva, por exemplo, se 5 e uma esfera. 
Analisando a integral tripla de (5), temos 


g dxdydz =| f ^ = jj f 3(x , * z) 


dxdy 


(6) 


Analisando a integral do &uperf fcie de (5)! temos 

J 5, Si .Si 

A integral j| /ytef/y e' nula pois sobre S 5f a normal it e" paralela ao piano xy e o campo veiorial (0, 0, 

St 

pendicular a n (ver item (a) do Exemplo 6 da Subsc\fu> 10. 12.6). 


Calculo B - Fufkjq>5 de varias variaveis, integrals niultfplas, integral curvilineas c dc iuperfTrie 


Logo, 


§hdxdy = pjdxdy + pidxdy. 


Sobre S 2> a normal n tern a componente z posit iva e, sobre 5 L , a normal n tern a components z negativa, Usando a 
equacao (5) da Sc$ao 10.12, lemos 

pidxdy = - jj/^x, y, g(x, y)) <£*dy + |*(* Y* «*. J>)> dxdy 

S R R 


(?) 



De (6) e (7) vein 


f 


f 3 dxdy 


dxdydz, 


qui: 6 n rcsultado que qucnainos rnoslrar, 

Analogamente, supondo que Tt projetado sobre o piano yz, moscramos a equacao (3) e, supondo que T€ projeta- 

do sobre o piano xz. mostramos (4), 

Condmrnos a demonstrate ao para o caso em que o s61ido Tpode ser projetado sobre os pianos coordenados, 

Se T nao satisfaz as nossas hipoteses> mas em particular node ser dividido em tim numero finite de solidos do tipo 

descrito, entao o teorema tambeni pode ser /acilmente verificado. Basta obter os rcsullados sobre cada parte e depots 

soma-los. 

Fara o caso mais geral, a demonstracao foge aos objelivos deste lexto. 

10.15.2 Exemplos 

Exemplo 1 : Calcular / = jj [(2x - z)dydz + x 2 dzdx — xz 2 dxdy], onde S 6 a superffcie exterior do cubo limi- 
s 

tado pclos pianos coordenados e pelos pianos x = 1, y = 1 e z = 1. 

So 1 11930: A Figure 10.6ft mostel o so lido 7 limit Lido pela superffcie V dada. 



Fitfura 10. 6 S 

Como S e formada por seis partes suaves, para obtermos / usando a defini^-ao dcvemo.s cakuhir wis mic^iais de 
superftcic. Pelo icorcnuL da divLTgcnciu, podenios translorma'-la em uma unica integral tripla. 
Seja n o vetor normal unitario exterior a S. 


CAPlrmolo Integrals de superficie 


Como / = {2x — z) i + x 2 j — xz 2 k € uma funcao vetorial conlimia que possui derivadas parciais contfnuas em 
IR\ temos 

i 1 i 

3 
2' 


U[(2x - z)dydz + x 2 dzdx - xz~dxdy] = jjjp + 0 - 2xz]dxdydz = J J J (2 - 2xz)dxdydz : 


Exemplo 2: Calcular a integral do exemplo anterior sobre S\ sendo S' a superficie exterior do cubo, exceto a face 
que esti no piano 2 = 1. 

Solucao: Para resolver esse exemplo, vamos utilizar o rcsultado ja obtido no exemplo anterior. 
Temos 


onde S,, Sj,..., ^6 s8o a£ f aces do cubo. 

Queremos calcular /, = I - jj / ' " d5, onde 5, C a face que esta no piano z = 1 

I .(Mill, 

A = | ~ j| [(2^ - z)<ty<fc + x'dzdx - xz'dxdy] . 2 - ||[- (2* - 1) - 0 - x 2 ■ 0 - x ■ I 1 } dxdy 
i l 

0 0 

Exemplo 3 : Usando o teorema da divergencia, dar uma definicao altcmaliva para a divergencia de um campo vetorial. 

Snlucao: Scja / (x, y, z) am campo vetorial continuo que possui derivadas parciais de 1* ordem contfnuas em uma 
rcgiao csfcrica 1\ Existe um ponto A ( it* i\ w) no interior de T t tal que 


1 l!l ||J 1 ^^*' y . ^ ) e7 V - div /(,,, v. i, ) - V (8) 

onde Ve o volume de T. Esse resultado decorre do teorema do valor mddio para integrals trip las, 
Pdo [cnrcnui dia tiivL-rgcneia, vcm 

jjf-nds 

div/(B t V,w) =-*— r; , (9) 


onde 5 £ a superficie exterior de 7*, A razao & direita de (9) e" interpretada como o fluxo do campo vetorial / por S t por 
unidade de volume, sobre a esfera 7(ver a Subset ao 10,12.5). 

Scja Z 1 um pomo arhitrario. Suponhamos que / scja eontmua cm urn domi'nio eontcntlo P em seu interior. Seja S r 
a superficie de uma esfera de raio r e cewtro /*- Entao, para eada j ; existe um ponto P r dentro de $„ tal que 

p-ndS 

div / (P r ) = — — , onde V r 6 o volume da esfera (ver Figura 10.69). 


41 2 Cairuki \\ - I ■undoes <le varias variavcis, integrals mulnplas. inttnjmis eurvilmeas e de supcrficie 


Fazendo r -> 0, P r -> P e, eritao. podemos escrever 


(10) 


isto e, p divergent: ia de / emPeo valor I i mite do fluxo por unidade de volume, sobre Lima esfera de centre em /\ quan- 
do o raio dessa esfera tende para zero. 



Fig ura 10,69 


1 0.1 6 Exercicios 

Nos exercicios 1 a 9 t usar o teorema tie Stokes para dcler 
minar a integral de linha dada: 

1 , | (y 2 d^ + Jt 2 ii£) p onde Cdo contomo da parte do 

c 

piano 2x + y + £ = 4 que esta no 1 st octante, no 
sentido anti-horMo. 


+ 2z)dx + (2z + jc)rfy + (x + y)dz], 


onde a intersec^ao das superficies jc 2 + y 2 + z 2 = a 2 
e jc = ^ Considerar os dois sen lidos de percurso, 

3. | (jv^/jc + ydy + z l dz), onde C € o perimetro do 

c 

ret&ngulo 0 ^ I £ 2, 0 ^ y ^ 4, z = 4, no sentido 
anti-horano. 


4, J {erdx + (x + z)dy + (2x - z)dz)> onde C e 

o contomo da parte do planu x + 2y + z = 4 que 
estd no J a octante, no sentido anti-horario. 

5. ^ / « d?, onde 
c _ 

/ = (y*cos.*z,2jc 2 + z 2 ,y(x - z)) 

eC^o retangulo 0 ^ jr ^ 4, 0 ^ z ^ 1 + no piano 
y = 2, Considerar os dors sentidos do percurso- 


6, j> [yd* + (jc + y + 2z)dy + (x + 2y)dz\ onde 

C e" a intersecclo do cilmdro x 1 + y* = 1 com o 
piano z = y> orientada no sentido anti-horario. 

7. | [(y - x)dx + (x - z)dy + (x - y)dz\ onde 

c 

C e" o retangulo de vertices (0, 0, 5), (0, 2, 5), (-1,0, 5) 
e 2 t 5) t no .sentido liorario. 


8, j f - , sendo / = (e 1 * + 2y t + x, e*) e C 

c 

a elipse # = oosf, y = 2 sen (,; = 2,fl£< £ 2nr. 

9. <j> [(x 2 -5- 2/)rfjc + jcy 3 dy + + 1 <*4 sendo 
c 

C a circunferencia x = flcosf, y ~ a sen J, z — 2, 
0 ^ f s 2tt. 

10, Seja 5 a parte do graTico z = 16 — x 1 — y 2 , z ^ 0 

com normal exterior, Determmar jj rot g ■ nrfS, 
sendo g = (2y t y + z> z). s 

11. Cakular |J rot S * sendo g = (xy^, x+z*) e 

s 

S qualquer superfie ie suave del i mi lady, pel a eurvu 

>*(/) = (2cos/ t 3 sen t, 1), 0 ^ f ^ 2w, 
com a normal apaniando para cima. 


CAPfruLO 10 Integrals de supeifide 


Nor exercicios 12 a 19, usar oteorcma da divergencia para 
catctilar a integral da superffcie dada, 

1 2, || \x 2 dydi + y 2 dzdx + z 2 dxdy], sendo S a super- 

ficie exterior do tetraedro delimitado pelos pianos 
coordenados e pelo piano x + y + z - 1 . 


18. Calcular 


/ - || [(4x - y)dydz + y 2 dzdx - xydxdy\ 
i" 

onde S e' a superffcie exterior do cubo limitado pelos 
pianos coordenados e pelos pianos x = 2, y = 2 e 
z = 2. 


13. 


|| / * ndS, sendo f m (x 2 y, 2xz, z 1 ) e 5 a super- 1 9 - |f + 3 ^ rf * " M*dy), onde 5 £ a super- 


ffcie exterior do paralelepipedo retangulo deliniitado 
pelos pianos coordenados e pelos pianos x = 1, 
y = 2, z = 3. 


14. 


§f-ndS, 


sendo / = 2x i + 3y j + 4zk e S a 


superficie exterior do sdlido de limitado pelos para 
boltiides 

Z = x 2 + y 2 - 9 e z = -2x 2 - 2y 2 + 9 

15. || / * "^S' sendo / - (2x, 2y t 0) e 5 a superficie 
do Exercicio 13, exceto a face superior, 

16- || / ■ itdS t sendo J = (0, 0, 2z) c S a superficie 
do Exercicio 13, exceto a face superior. 

1 7, || [jc dydz 4- y dzdx + z dxdy\ sendo S a parte da 

s ^ 

csfcra jc^ + y 2 + z 2 - 1 abaixo do piano z = ~ T 

2 

com normal exterior. 


ficie do paraboloide z ~ 9 — x 2 — y 2 acima do 
piano z = 0. 

20. Usar o teorema du di verge 1 neia para calcular o fluxo 

do carapo vetorial / T atrav^s da superffcie do sdlido 
T t sendo: 

a) / = —y j + zk, e T o cilindro jc 2 + y 1 < 16 t 
- 2 < z < 2. 

h) / = jtyi + yzj + xzk eTo cone 

z > Vjc 2 + y 2 , z ^ 4. 

c) / = 2 / + 2/ + 2k e 7a esfcra 
je 2 + y 2 ■+■ z 2 — 4^ 

21 . Verifkar o leorema de Stokes para 

g = 4yi - xzj + yz 2 &' 

onde S € a superffcie do parabo!6ide 2z — x 2 + y" 
limitado por r = 8 e C e o sen contomo percorrido 
no senlido anti-horario. 

22. Verificar o teorema da divergencia para 

7 = <2*y + z)7 + y 2 / - (x + 3y)k 
tornado no solido limitado por x + y + 2z = 6* 
x=0, y = 0ez = 0. 


Apendice A 
Tabelas 


ldentidades Trigonornetricas 




(1) 3CJ1 2 J + COS 2 * = 1 

(2) 

1 ■+• tg 2 jc = sec 2 * 


(3) 1 + cotg 2 jr = cosec 2 .v 

(4) 

sen 2 * = 1/2 (1 - cos 2x) 


(5) cos 2 * = 1/2(1 \ cos 2x) 

(G) 

sen 2x = 2 sen j cos* 


[7] cos 2x = cos 3 x - sen 2 x 

(8) 

sen.v cosy = l/2[sen(jc — y) + 

sen(j* + y)] 

(9) sen* sen y = 1/2[cos(jt — y) - ca$(x + y)] 

(to) 

cosx cosy = l/2[cos(jt - y) - 

cos(jt + y)] 

label a dc Derivadas 




Nesta Labela, uet ( sao fun^Ocs derivaveis de x y c c, 

a e a sao constantes. 


(1) y = c ^r = Q 

(2) y = 

x=*y = 1 


(3) y = c- u=*y' = c-u' 

(4) y = 

a + v=* y' = «' + v' 


(5) y - u - v=^y* = u ♦ v* + v ■ u' 

(6) y - 

II V ■ !i' - w - 1>' 

=*y J = j 


(7) y - u", (« * 0) => y' = a ■ « ft " 1 - it' 

(8) y - 

a*, (a > 0,a ± 1)=>/ = a" ♦ In 

n ■ u' 

[B) y = e H =>y' = e u ■ u 

(10) y 

= lo&w^y'^log,* 


(11) y « In &^y — — 

(12) y 

= w v =4./ = v - u v ~ l - u' + u y - In 

u * y'(u > 0) 

(1 3} y = sen «=>y' = cos u ■ «' 

(14) y 

= cos u=>y' - -sen « * u' 



Calculo B - Fun^ocs dc varias variivcis, integral's multiplas, integral curvilmeas e de sgperiicie 

(15) v = tg = scc 2 u ♦ u* (16) y = cotg u=^y' = -cosec 1 a * u' 

(17) v = sec u =¥ y 1 = sec u * tg u - u' (1 8) y = cosec u=*y' = - cosec w ■ cotg u * w 1 

(1 9) y= arc sen u => y = y " ^ (20) v = arc cos it / = 77—^ — ? 

VI - u 2 VI - 

(21) v = arc tg u y' = ^ " ^ (22) v = arc cotg u=t>y' = ^ " ^ 

u' 

(23) v = arc sec « T |«| ^ 1 v' = , J«| > 1 

|u|Vu - 1 

— ii 

(24) y = arc cosec u, \u[ > l=>y' = , \u\ > 1 

lujVtt 2 - 1 

(25) y ^ senh u=>y' = cosh u - u' (26) y - cosh f = senh i* ■ u' 
(27) y = tgh u=*y r = sech 2 « ■ u' (28) y - cotgh u^y' = -cosech 2 u ■ u' 

(29) y = sech u=>y' = -sech u ■ tgh u * u' (30) y - cosech u^y' = -cosech u ■ cotgh u - «' 

(31) y - arg senh u=>y' = , " (32) >< = arg cosh «=>/ - " « > 1 

V ir + 1 W - 1 

(33) y = arg tgh UWf = * ^ , [u| < 1 (34) y = arg cotgh u=>y' = " 2 . |u| > 1 

(35) v = arg sech «=>y' = — . " 0 < M < 1 (36) v = arg cosech u^-y' = /* , u # 0, 

hVI - H 2 |k(V1 + u 2 


Tabela de Integrals 


■ In [u| + C 


(1) [rf w = u + C (2) J* 

(3) f d« - — + C (a 6 constante * - 1) (4) L w dw = + C 

J a + 1 J lna 

(5) |«* rf« = f a + C (6) jsen u = - cos u + C 

(7) J cos wrfu = sen u + C (8) jtg u = In jsec u\ + C 


Apendice A - 


(9) 
(11) 


jcotg « du = In |sen « + C 
j sec u du = ln|sec u + tg «| + C 
(13) jcosec 2 ^ = -cotg t< + C 
(1 5) jcosec u • cotg it du = — cosee u + C 

(1 9) jscnh u du = cosh « + C 

(21) Jsech 2 « du = tgh u + C 

(23) jsech u ■ tgh u du = -sech u + C 

(25) f / ^L- = \n\u + Vu T rP\ + C 


(10) cosec « = in | cosec u — cotg u\ + C 


l, + \V ± « 2 1 ^ 
in + C 


(12) 
(14) 

(16) 
(18) 

(20) 

(22) 

(24) 

(26) 


sec 2 u du = tg u + C 


sec u - tg u du = sec « + C 


du 


i 5 | = arc son — + C 
1 


- arc sec — + C 


cosh u du = senh it + C 


cosech 2 u du = - cotgh u + C 


du 1 |w + flj 

-= 7 = — in + C 

a* - u 2a \u - a\ 


i du 


Formulas de Recorrencia 

(T) I sen" u du = — - sen" ~ 1 it cos u + — [sen" -2 u du 

J n n J 

(2) [cos" u du = - cos" " 1 u sen u + - — - ] cos" - 2 u t 
i n n J 

(3) Jtg"u du = ^ \ 1 tg"~ [ u - jtg"" 2 u rfw 

(4) Jcotg" « du = -^pjCOtg"" l a - jcotg" -2 u 


(5) 


|sec n u rfu - — ^— sec" -2 u tg u + - — f~ [sec" 2 u du 
j n - 1 « - 1 J 


Catculo B - Fuii^on de varias variaveis. integrals miiltiplas, integrals curvilineas c <le supeTfiric 
(6] fcosec H u = -^jcosec" 2 u cotg U + Jcosec" - U 1 


17) 


J (u 2 + a 3 )" = 2fl 3 (;i - 1) 2 fl 2 (« - 1) J (u 2 + a 2 )" 


Apendice B 
Respostas dos Exercicios 


Capitulo 1 

Se^ao 1.4 

1. a) C(M) = VAr 2 +■ l 2 b) V(x,y) = -nx 2 y c) f(a, b) - 2a + 2b 

d) f{*,y.z) = Ixz + 2yz c) P(*,y,*) - *J« 0 d(P s Q) = V(jc - u) z + (y - v) 2 + (* - w) 2 
g) T (x T y, z) = V{* - x 0 ) 2 + (y - y$) 2 + (z - Zq)\ onde (x^ y^z^io centra da esfera. 

2. K(JE,y) = 1300* + 1700y + 32jty - SOx 1 - 20/ 

3. a) D(z) = R 2 ,/m(z) = IR b) D(/) = R 2 ,/m(/) = [1, 

c) D(z) - {(* t y) e R 2 | + y 2 9} ,//n(z) = [0,3] d) £>(*) = R 3 , fm([w) = [1, +«) 

c) Z)(/) - R\/m(/) = [0 t +*) f) - R', //»(/) - R 
g) D(z) = R 2 , Im(z) = [-2, +*j h) !>(/) « R 2 , /m(/) = R 

i) D(w) = R 1 , Im(w) = [4, + w) j) £>(/) = R 2 , = (-^,4j 

4. a) I>(Y) _ IR- b) D(z) = R 3 - {(0,0,0)} c) D(z) = {U,y) e R 2 |]*| > |y|} 

d) D<z) = R- e) £>U) - y) e R 2 |jt 2 + y 2 > 1} f) £>(z) - {(.r, y) e R 2 | x 2 + y 1 < 16} 

g) = {(x,y) <=R 2 |y*0} 

h) = {(:c,y) £ R 2 |y ^ 0} i) D{y) - {(x, z) £ R 2 |jc ^ - 1 e z >- 1 on x i e z <- 1} 

j) O(w) = {(x, y, z) e R 3 |jf 2 + y 2 + z 1 < 9} k) Z>(*) = {(*, y) e R 2 |y # -.*} 

I) Z>(z) = {(u, v, iv) C R*|u 2 +v? + »?s5} m) D(/> = R 2 

n) D(z) = {(x,y) e W?\x + y > 3} o) D(z) = {(jc, y) e R 2 |* > -4 e y > 1} 

P) = eR J |-l 1, -1 £y si 1,-1 as 1} 

q) D(z) = {(*, y) £ R 2 \5x - 2y + 4 > 0} r) Z>(^) = {ft y) E R 2 ||^| + |yj ^ 1} 

5. Obscrvav^o; Exisiem outras solucoes. 

a) yj = Vx 2 (? - x 2 ) + z y, = - Vj 2 {9 - jc 2 ) + z D(yj) = ^(yz} = {(jc t y) i= R 2 |z a: ^(^ - 9)} 

b) z, = V9 - x 2 - (y - 3) 2 z 2 = -V9 - Jt 2 - (y - 3) 2 D(z t ) = D( Zl ) = {(x, y) £ R 2 |jc 2 + (y - 3) 2 < 9} 

c) l x = Vot 2 + ii 5 l 2 = -Vm : + n J D{i y ) = = R 2 

6. a) D(z) - {(.r, y) C + y * 0} b) ^ | 2Ax^+ y 0 ^ 

8. Circunfcrcncias conccntricas: x 2 + y 2 = k, 0 ^ ^ < 16 

9, Segmented de retas verticais: x = V4 - k y - 12 £ A: £ 4 


Calculo B - Fun^oes de varias variaveiSr integrals multiplas, inlcgrais curvilineas e de supcrficic 


10* Circimferencias conctmtricas: x 2 + y 2 = 4 - — t -42 ^ k ^ 8 

' 2 

12. a) z = \{x* + y 2 ) Z = 4- ±(x> + y 2 ) z = \ + ^ + y 2 ) 

14. a) j*= 1+ ^ 

lV-fy 2 = l f; = |y|; f«-v5.|*l 
IV + v 2 = 3 = V4- jr 2 ; fz = V4 - 2je 2 

16. a) naorigcm hi diminuicao c) sobre a superffcie do clipsriide 

1 7. Gs valores da func3o cresoem a medida que nus a£as*flmos da or i gem. 

CSPl tlllO 2 Ol 3 *- nrniios dos excreicios podem aprtscniar rcspusiaii dilcrcntes das listadas. aqui. 1-ss.u utorrern prmcipul- 
" meme nos exerdcios que envolvem paramctrizaefcs de curvas e superficies. 

Ser^ao 2.8 

1. ») f(l)=e'7 + te>7 bl (1,0);(^ T 2^) 

2. r (0) - 0; r{7r) = — 7 + ( 2tt + -]/ 

4. a) 2{/ 2 4- 1)7 + {/ - f 3 + sen/)/ + cos/ k , 0 f s 2tt b) / 5 + 2/* + (/ - i 2 )sen/, 0s<s2ir 

c) /cosi(l - i)7 - fcosr<l + 2f)/ + (1 3 - r + 2f 2 scn/ + / &ent)k, 0 < / ^ 2tt 

d) / 2 + 4/ - sen f t 0 ^ 1 -= 2*r 

e) <2f 2 - 2r + 2)7 + (-/ 2 + 3/ - 2 + sen(/ + 1)); + cos(f + 1)?, 0 < / ^ 2?r 

5. a) (0, - 1/2, 1), (1, —1.1) c) A partfcula tende para uma posiclo infinite. 

6. a) 3t + 3? b) - 7 + 7 + 6fc e) 27 + y j + y* 

d) -5 e) -97 + f) 2? + 4? + 6k g) 0 
7* a) / + 2k b) Q limile nao existe 

8. a) -7 -1- vrj -5k b) / c) 47 + / d > ^7 + 2k e) ln27 

11 . a) —1,4 conn'nua em / = 0; riao cxiste, nao d conifnua em / = 3 

b) j ,6 contmua em / = 0 c) j , nlo 4 contmua em t = 0 d) - j + k,6 contfnua em / ■ 0 

e) nao exists, nao € oaniiriua em f = 1 c 11I0 exisEe, nlo 4 contfnua em / = 2 

12, a) [(Uflr] b) {-«:, 0) U (0, c) (0 t +») d) <-l f 0) U (0 t +») e) U f? + /jir,^ + (n + 1)tt ] 
0 (-1, 1) U (1, +») g ) (-« T -2) U (-2, -1) U (-1, 1) U (1,2) U (2, +») h) (0, 1) U (1, +») 

15. a) jf 2 + j? 2 = 4 ^^ + ^ = 16:^ = 2 c) U " c 2)2 + ^ ~ 3) * = 1 d) y - j 2 - 2jt + 5; z = 2 

16 4 

1 6. a) y - 6* + 5 b) y = Jt 2 + 1 c) y = jc + 2; z = 2; x - 1 
VAl {■ V41 -5 V41 


V41 ^ V41 -5 V41 \ 
17, a) (1,-5/2);— ;( I +— co&f,— + — sen/j b) (3, 4); 5; (3 + 5C0Sf. -4 ■ 

> « rrtv ^33 /V33 -5 V33 \ 
c) (0, -5/2);^-;(^-cosf t — + ^-senH 


5 sen 0 


Apendice B - Respostas dos exerririo: 


421 


V53 5 V53 1 V53 

18. a) £ uma circunfergncia de centre* ( - 5/4, —1/2) e raio ^ ; j = -- + — -^-co&r, y = - - + — ^— sen f; G ^ t ^ 2- 

b) uma el ipse. X = x + \l ~~ cos ^ y = ^ + , j^- sen 0 ^ 1 < 2tt 

^ 3^2 13 „ 

c) umaelipse: x = 2 + — — cosf; y = - + -senf; 0 £ f £ 2w 

/ 3 + 4 1 

d) uma parfbola: jf = t , y - — - — e) uma hip^rbole: jc = V, y - ' > * 

9 25 

20. a) (1 +2/)7 + 0-^7+2* b) Sf7+ (2-i); c) (- 1 + 5t)7 + (2 - 2/) / + 5/A 
d) (V2 + 50T+2/+ (VI -3/)* 

21. a) (2 - 5/) 7 + 4/7 + (1 - 0* b) (5 - 5f)7 + (-1 + /)7 + (-2 + 4/)jfc 

c) (V2-(7 + V2)0T + (l + o7 + (| + f <)* <Q + (| - (l + |J + (3 - r)Z 

_i _ _ — 22/ — 9 — llf — 3 — - -* -» 

22. a) fi +<5f-l)/+2* b) 1 1" + — — — / + — — — A: c) t i + (4 + t)j + (3; + 24) A 

23. a) (2 cost, 2 sen r, 4); r E [0,2tt] b) (f c) (- 1 + VScos^VlOsen f t 2); f £ [0,2*r] 

d) (/,/ ] -*2); /=a0 e) (/,Inf,e f ); :>0 f) (f,*,2f?) g) {2 - 3^1,2 + /); / G [0 t 1] 
h) (2 + 2cos/,2 + 2sen/ t 0); 0 ^ / < 2tt i) (2 + 2oos/ > 2 - 2sen f,0); 0 </ s 2?r 

j) (/,0,1 -/);/<= [0,1] k) (/ 2 ,r,0); f £[-1,1] 1) (1 - 2/, -2 + 2/, 3 - 4/); ( £ [0, 1] 

ml it, i 3 - It 2 + 3/ - 2,0); 0 £ / s; 3 n) (f,2/ - 1, -3f + 2) o) (cos*, sen /. 2cosr - 2sen 0; 0 £ / £ 2w 

A/5 11 11 \ 

p) I— cost, - + -sen/, - + -senr 1; 0 / £ 2w q) (3 + r, 3 + 2i, - 2); t B [0 t 1], 

Se^ao 2 + 14 

1. a) -3cos J /sen/7 + sec 2 */ + 2sen rcosf* b ) Ccos?r - sen 2 /)7 - 2*~ 2 '7 

c) -7+3f 2 7 + ±A d) -^W-2e- a '7 e) y7 + 7 + * f) * a 7 - j^7 

2. a) (1,-2,3) b) (Ue) c) (0 t -l t l) d) (-1,1) c) (2,1,0) 

3. (!,..) 

5. a) v(f) = ~2scnf7 + 5 cos//; tt(f) = -2cos/7 - 5 sen//* = ^j^' |^(t)| = 

b) v (0 = et - 2e *~j\ a(t) - f'7 + te-*?; ] v(ln2)| = \a(iti2)\ = VS 

c) ?(/) - senh /7 + 3 cosh if; a(t) = cosh /7 + 3 senh t~j ; | v (0) | = 3; |a (0) | = 1 


Calculo B - Funcoes de varias varfaveis, intcgiais multlplas, integrals cuTvilineas e de superfine 


6. a) | (* - 1)7 + ^ -2i + l)7 b) 7(0 - ^ \{t- 1)); *(r) = (o, ±) 
c) ?(5)=(^2); *<5>-(a|) 

7. a) / 2 7 + 2V77 + 4V?t b) (2.1.6) c) (16,4,32); I2J; ( 2 >^f) 

8. Li) v{t) = 7 - 2ik; a(t) = -2k; 7(G) = 7; 3(0) - -2k; 7(2) = 7-4?; «(2) = ~2k 

b > ^ = (TT^ 7 + > : *<'> = (TT7F 7: 

7(2) = (-Al); «(l) = (io); «(2)=(^0) 

c) v(f) = 2tJ + 6^3fc; a(/) - 2/ + 30/*?; 7(0) = 0; v(l) = 2/ 6Jfc; a(Q) = 2y; = 2/ + 30? 

d) 7(f) = -7 + fl(r) = 0; 7(1) - 7(2) = -7 + 7. 3(1) = 2(2) - 0 

9. a) b b) 2ia + b 

15. a) (-2/-4/ 3 )i b) 0 c) 0 d) 4/ 3 + 2/ 

19. a) (2 + 3cosr t l - 4sen/);f e [O t 27r] b) (1 - /, 3 - /, 3 - 2/);/ € [0, 1] 

c) (5 -21,7-2/, -2 + 2r);/e [1,2] 

d) (-/,/ 2 );/ G [-1,2] e){2*r -/ +senf > l - cos/); /i=[0,2fr] f> (1 + cos/, 1 - sen f T 8w - 2/); / e [0, 4w] 

f MH- 2sen '(i-')>'4?] 

20. f ^ i i J ; nao existe 22. a) nao e suave b) 6 suave c) u3d £ suave d) e" suave e) 6 suave 
\2 4 87 

24. a) V3(c-1) b)60 c) 2V2*r d) ^ (KTvAo - I) e) — (85V85 - 13Vl3) f) VSti g) 16 b) 2ir 

i) ^ Vl + -a 1 + ^ In (it + Vl + it 2 ) j)2\/l0 k)*-- 

VT7. is > ^ . _ 1/ it /— -=|\ 3V2. 


\r 17 1 / 1 I |\ %\f2 

25. a) *(/) = -y- f b) 5(f) = 2/ c) s(/) - - f fVl + 4r 2 + - In 2/ + Vl + 4t 2 J d) s(/) = -y- 

26. a) (^cos^^sen^) jeE 0,2^] b) g* - 1, ^ + 2 ) 

d) ^2(- 1 + Vl + j) t | v§ (- 1 + Vl +■ *) 3 * (- 1 + Vl + s)*y s G [0, 15] 

/j_+V* /. £+V5\ s + V5 / s + V3\ * + VA rrt 

e) ^^=-cos^ln^^J,^^sen^In^^-J,^^-J f) ( cos sen s)*s E [0, 2tt] 

27. a) am b) sjm c) nao d) sim e) nau f)sim g>n^o h)stm 28. a) ^ - sen ^ cos ~j 
29. 3r7 + 3y/ 


sen'/ 


Apendice B - Resposlas dos exerbcios ^1 


30 r i * i - k 

31 . a) f (jt, y) G JR 2 \x* + y 2 £ 4} b> {(*, e 1R 2 | * * 0} 


d) {(jc,j\z) e IR 3 |jc * d,y * Oei * 0} 


c) {(*.;v) e m?\y > 0} 
c) {(*, y) £ > 0} 0 {(*, y, z) G 1R 3 |* a 0} 

h) {(i,>,i)elRV + > 2 <l}. 


CapTtulo 3 

Se^ao 3.7 

1. a) 6 uma bola aberta em IR", centrada cm (0, ] ) com rain 2 

b) £ urna bola aberta em IR 3 , cenirada em (0, 0, -3), com raio 3 

c) do £ bola aberta d) nao d bola aberta e) rtSo ^ uma bola 
f) bola aberta de eentro (-2> 0) e raio 3 g) nao e" uma bola 

2. a) A£ aberto b) A fronteira deAe'o reifingulo de vertices (2, 1), <3 S 1), (3, -1) e (2, -1) 

3. a) B e aberto 

b) A fronteira de B & formada pelas faces do cubo de vertices ( I , -1, I), (I, I, ]) y (-1, - 1, - 1), (-1. — 1, 1 ), (— 1, 1 ► 
(1.-1,-^(1,1,-1)6 (-1,1,-1) 

4. Sao verdadeiras (b), (d) e (e) 

5* Sao concxos os conjuntos A, B c C 

6- a) cireuirfcreircia de raio 2, centrada cm (0, 0) b) circunfcncncia de raio 2, cenirada em (0, 0) 

c) clip&c centrada cm (0, 0) c semi-eixos 1 c 2 paralelos aos eixos coordenados x e y\ respceiivamcnte 
1 


d) grlfico da hipexbole y - — unido com o eixo dos y 


7. 

a J A £ aberto 

b) 

£ n3o £ aberto c) 

C <£ aberto d) 

O nao d aberto e) 

£ nao c aberto 

8. 

(a), (b). (c) e. (e) xao pontes de acumu tacao de A 

(d) e (f) nao sao ponlos de aeumtilacao de .4 



9. 

A nao tern porno dc acumulacio 








10. 

a) V 


F 

c) V 

d) V 

e) V 

0 v 

fi) 

F h) F 


i) V j) 

14, 

a) nao cxislc 

b) 

0 c) 

nao exists 

d) 

nao existe 

e) 

0 



15. 

a) 0 


b) 

nao exists 


c) 

0 

d) 

Dioexiste 


e) n So existe 

17. 

9 

a) 2 

b) 

1 

5 

c) 

I 

d) 

l 

e) 

-10 



18. 

a) In 12 


b) 

1 c) 

IT 

d) 






19. 

a) 0 

b) 

0 

c) 

0 







20. 

a)0 

b) 

1 

2 

c) 

6 

d) 

2 
3 

e) 


e 


21. 

a) 1 

b) 

0 

c) -14 

d) 10 

e) ~ 

16 

0 


h) 

-InS 


i) o 

i) 

0 

JO I 

1) 2 

m) 0 n) 

2 

o) 0 

r 

1 


22. a) sim b) sim c) sim d) nSo e) nao f) nao g) nao h) sim i) semem P(l, 1} e nao em Q{0.0) 

23. a) R 2 b) {(x t >) G R 2 | x # 1, ^ ^ 2 e y # -1) c) {(jr. y) £ R 3 ^ >y«i*-;} d) H2 

24. a) a = 0 b) a = 4 


Cakulo B - Fun^fies de virias variiveis, rnteyrais multiply inlcgrais curvilinear c de supcrfide 


26. a) ^5, 2, ^ b) U 1, |) c) (1,4,2) 

27. a) f|, Vz\ b) (0,1,1) c) fa | o) 

28. a) 4 continue em IR 1 b) £ contfnua em IR ? 

c) € eontmua em{(> t >) 6 K 2 |j: t y > 0} d) £ conlmua em {(r, y T z) G R 3 |jci > 0} 

e) 4 contfnua em {(x T j, z) E IR J | jc * 0 e * * y] fj * conlfnua em 1R J - {(0, 0, 0)} 
g) £ com in ua em JR J 


Capitulo 4 

Se^ao 4.5 

a, 7 By <tx dy 7 ly/Ty ly/^y 

5. 2xy, x 2 + tiy 7. 0, 0 8. lxyt*\ jcV' 

9, Jtsen(> - jc) + cos (y - jc), -jtsen(y - jc) 10. y 2 4- y + Ixy, Ixy 4 x 4- x 1 

11. f^^^y^+f) 12. Vrf ;*,^:;. / » 

1 7- U 2 4 ^ 2y 2 )2 . ( V+ V) 2 18 ' 2 ^ +>J " 4 1 9 ' 2 ^ + xyvnxy, 2x + 2, sen xycos.vy 

20,^ 5 T — j— 21 


x + y 1 x + y " Vjc 2 + / - l' Vjc 3 + y 2 - 1 

22. — x 23. 2>w, ^ + ± 24. v- - jU -- 

25. 2*^ - y, 2yx 1 - x 26, , * , - 2*, , / , - 2y 27. 2jw*[1 + x 2 + y 3 ] , 2^ 

Vjt + y 2 V, 1 + y 2 

28 -£ = ) o, (*.,>- <fto> a7"( o. (^.^) = {o.o) 7 31 " •"" te 

32. a) auitrento b) 0 33. -47cm, -12 "Ann 34. ») -2 b) -1 35. 1 

V5 . 4 , 2 .5 

36. a) { ' b){ */- 3 37. 0,0.0 38. Ixy + yz 1 + Ixz, x 2 + xz 2 . Txyz + x 2 


» |,_ 2 W \, = V5 


42. sen + jv^cosjz, jrzcosyz + sen xz, xycosyz + jt^cosjc^ 43. 2,y^ - z s jt z ^ 5 jc 2 ^ - jt 

44. . w ^ T . 1 I 45. 2«,2v, -K - - 

t^+^ + Z 2 )! (,2+^ + ^)2 <* z +y 2 + * 2 )s 
-j^ 2£ 3£ - E E 

47, — , — , — otidtA = (x t - 2x 2 - 3x3 + J * ~ %) 3 49. a) n2o b) sim c) sim d) nio e) nio 
5D. a) I R 3 b) IR 3 e) IR 2 - {(0 t 0)) d) 1° c 3? quadrants, excluindc-se os eixos coordenados e) IR 2 - {(0, 0)} 

niR 2 


ApfmSce B — Respostas dos 


g)R 2 h)R 2 i) {(x,y) <= JR 2 |x * 0} j)R 2 -{(l,l)} k) R 2 - {<Jt,y)|;r + y 2 = 1} I) R 2 

51. a) 2 b) 1 c) nao 

52. a) i m 1, \/2 - x + \fl ' y + 2z = 2\/l b) z = Q,x + y- z = \ c) nlo cxisie, y - z - 1 

d) z = 0, Ax - by - z m - 1 c) x + y + 2V2 *£ = 4,y + 2 = 2 0 2c*x + ^y - z = 2c 2 , 2ejc + ey - z - e 

53. a) (^^)*>) (9,6) c) (0.0) d) (0,0) c) (0,0) f) fay) g) (0.2,0) h) (0 T 0) 
i) (1 + \a(e + 2) t 2 + 2 In (e + 2)) j) (1,2,-2,1) 

54 - a) (ti9 b) (vTT?^?) c > «**.io^W> 

d) (-ysenjcy, -Jtsen Jty) e) (vw + 2u,uw - 2v t «v - 2w) f) (2xyV + cos*, 2x 2 yz 2 , 2x i y 1 i) 
55. y = jt, y - Ax - -y 56. 4jt - z = 4 oil 4jt + 4y - ? = S 

57. a) (2* + y)dx + (jc - l)dy b) 2j?Ajc + Ax 2 + xAy + yAjr - Ay + Ax Ay 

58. -1. -2,03 59. ^edx - ^yedy 60. dx + rfy 61. + dy + 2dz 62. |<te + |rfy + 
63. 2scn(jt + y)cos(jr + y)dx + 2sen(x +■ y)cos(* + y)dy 64. (jc - l)e K+ >dx + (jc** + * - l)f/y 

65. 2«rfu + ^dv - Iwdw 66. (yze^ - y) dx + (jcj*^ - x) dy + xytf^' <ii 

e _ jc 2 x| jc 2 + 2x t x 2 + 2XjX 2 x\ - x\ - x\ + 2X]Jt 2 + 2x 2 x y x\ x\ x- - 2x } x x + 2.r,,v-, 

68. e^'-'V* + rfy - 2zdz) 69. ~^pdx + j2 ^ 2 dy 70. a) 2 x 10"' b) 5 x 10 fi c) 0,122 
71, -2,002 waits 72. 36000 m 2 73. 17, lv cm 3 74. 22,4ircm* 75. -0,03528 cm 

76. a) l t 175 b) 8,992 c) 5 T 6568 d) 5,9966 c) 1.06 0 4,964 

Se^ao 4.10 

32/ 3 — 36/ -I- 2 

1> ^ St* - 1& 1 + 2r + 13 b) cos ( 2cos ' + 5 sen/) • [ - 2sen^ + 5cosf] 

c) [2l6f 3 - 96/ 2 + 8f + 2] - ^-a*"** d) 4r J + 15f 2 + 14/ - 9 e) jj"^. ' * 0 
2. 1 Of sec 7 (5/ 2 ) 3. cos 2 f - sen 2 / 4. 5. ^-3/ sen r 3 + 3/cos/ 3 + 3/cosr 3 - 2sen r 2 J 


Inf i\ii 2 l 2t 2 Vt 2t 2 


dr dx 2 [dt\ dx3y dt dt dy dr tyldt J 


9. a) Ht* ^(e 71 * cos/) - sen I 

_ T A , -sen jt cos .r senycosy 

11. a) 2jc - 2jcy 2 + 2; - 2x 2 y b) 2e*; Ay 2 c) . , ^ : / , ? 

Vcos'x + sen*y 4- 5 V cos^jc + sen 3 y + 5 

d) y 3 + 3y 2 4- 3x 2 + 3x 2 y - 2xy l - 6xy - 2x + 2y\ X s - 3** - 3y 2 + 3^^ - 2x 2 y + 6xy + 2x-2y 

Au 6u 4v* 2v 

C> 2U 1 + v 4 + 3W 2 + f'lu* + ^ lii 2 + v 2 

12. ■ 2 " + 20 V 13. 0, -2i?v 14. rt"-"(l+«U(l-v)r 
Vfii 2 + l) 2 + v 2 VCtf 2 + l) 2 + v 2 

15- -10v, -I0w +■ lOv 


Calrulo B - Funics de varias varraveis, integrals multiple, integrate airvilineas e de supcrfkic 


16. 0,-< 17. 2, cos i& 18. ^^'r'. ^£ 

sen 2 v (x + yy (x 4 y) 2 

1 9. 2(2* + y) 2 + ^fj^] + 2(4x 2 - y 1 ) + 2 In (2jc - y), - (2* + y) 2 - + 2<4jc 3 - y 2 ) * In (2jt 

20- 0,0 21. 4jf(**'- y 2 ) + 4j^; -4y(* 2 - y 2 ) 4- 4jc^ 

22. y 3 -I- 3jtv + Zjry 2 4 y + y inxy, Jt 3 + 3xy 2 + 2*^ + x \nxy + jt 

27. a) Suv 2 + 2u + 6v, 8u 2 v + 6u + 2v b) 4« s + 2V 3 - 4uv*, -4v* - 4tt 2 v + 6av* 

a* ftt send &z „ fl , ^ cos 6 -9x 4jc - 5y 

28. — ras0 - — . — sen® + — 29. a) — — b) -f- 

d$ r dr dB r 4y 5jt + 6y 

2x - y 2y - x . 1 - 2x — yz 1 - xz 

30. a) -3 r ? tl r I ,_2 \ b) — ^ c) - 


2z ' 2z xy xy 


31 . a) iZ*£^J! b) -L^ 

y - 2 y - z z 

„ -2uy -lyv Ixu -3;rv . . llS , _ 

32. a) — -= £ — , — — — , — — t t-j — b) -l.l,3if,3w - 2v 

- 2 r v 5xy - 2xy 2x 2 y - 2xy 2xy - 2xy 

M 3j 2 + 2y . -y 3v : 

33. -- — 34* a) — — b) - , , , ^ 

2x + 3y* * 3y 2 4 1 

a> 3x dx + a« fa" ay a« ay b) ^ dx + du " (J ° + W 

M = j£ f dx + d£dy ^ f£ . <^ + 3/ dy M = ?L . <!* + *L . *t \ 

c a« a* au ay a«' ai? ax av ay av* aw a* a* dz 1 w 
36 i y i -2* ** + y u + x 2 y + v 2x + y 

4x 4 y 1 4x + y' 2y 4 8jc' 4jf + y 2u - v 2u - v 2m - v 2n - v 

38. a) w b) -~ c) 2i? - Iv 2 39. a) - 1, 2x - ly b) y = 4 - jc, z = 2jc 2 - &x 4 16 

40. a) 2 + Sy 2 , ltey, - 18y + 8jc 2 . 16jcv b) 2y 2 , 4jcy - 1, 2x\ 4xy - 1 

41 . — -t = 6 h as demais dcrivadas tcrcciras sao nulas 
dx* 

^1 zl zi 

A2. - (x 2 4 Ay 1 ) 1 4 Zx 1 {x 1 4 4y 2 ) 2 , \2xyix 1 + 4y 2 ) a 

43. -2yseiuey - xy 2 co&xy, -2jrsen xy - x 2 yco&xy, -2x sen xy - x 2 ycas xy 

-4x* + 12xy* 
441 <** + /) 3 

45. - (1 - x 2 - y 3 - z l y -z 2 (l~ x 2 - y 2 - z 2 )^, -xy(l - x 2 - y 2 - z 2 )^ 

-i ^ zl 

46. 0, 0 47. (2Jty + y 3 ) 1 - y{jr + y)<2jty + y 2 ) 2 , 3y 3 (2jty + y 2 ) 2 

6jtv 2 - 2jc 3 

48. a) ( ^ + /)3 , (JT, y ) # (0, 0) b) ( 1 4 Jt)?^ * 

49. a) sim b) sim c) sim d) nao 

50. a) ^ = 2^^^/ + yze* n k\ ^ = j y~ i/2 7 + 2jc 2 yz 2 J + «e**£; ^ = 2jr 2 y^7 + xye"*k 


Apgndke B - Eopostas dos e w o ri o * ^^£t 


c) — = 2^; — = -2yj: — = -2zi 
dx by &z 

d) 3£ = 2^7 + it - + 

ojc oy 

dx y x 1 dy dz z s 

51. ((jc + y)**> (y + z)** {x + 

53. c" uma paribola no piano £ - 1 

54. a) <V5cosv, V5sen ir F 6),0^ v ^ 2ir; (0, u t 3 + w-), 0 < « < 3 
b) (0 t l f 2V5); (-V3.0,0) 

55. (0 t 0 t z 2 {x 2 + z 2 )" 372 ); (0, 0, 0); (z. U 0) 56. (0,0, e*(yz + 1); (0, 0, (y 2 z + 2y)^ y; ) 

57. a) (0 t 0, 0); ^0 t ^ 0^; fe, 0, 0); (0, 0, 0); ^0, G, ^ 

b) {-e y sen j.e'sen y,0); (e v sen jr, -c'sen y, 0); cos jt , e' cos y, 0) ; (-tf y sen x> e* cos y,0); (0, 0 t 0) 

c) (p^>o): (V * 4 ,o); (0,0, z), (0.0 T 0); (0,0,0) 

58. (0.^.-24) 

Capitulo 5 

Sc^ao 5.1 0 

1. a) (0. 0) 4 um ponlo de maximo global; nao cxistc urn pernio de mini mo global 

b) (0, 0) 6 ponto de mini mo global; nao existe pon(o de maximo global 

c) nao existem ponto* dc maximo on minimo globais 

d) (0, 0) 4 ponto dc minimo global; nao cxistc ponto dc mi si mo global 

e) + 2kv, 2mrj t t,n£Z sao ponros de maximo global e + 2fcu\ (2n + 1 )ir J, k, n € Z sio pontes dc mmimo 
global 

f) (0 H 0) d ponto de mmimo global; nao exisie ponto dc maxima global 

g) (I, I) e* ponto dc maximo global; OS pomos sobrc a ciicunfcicncia dc ccnuro cm ( 1 , 1 ) c raio I s;lo ]Mintos dc mini mo global 

2. a) sim b) sim c) sim 3. (0,0), {1, 0), (- 1, 0) 4. (0,0) 

7. {kiT,b)>keZ cfieR 8. (0,0) , (l, -1) , (-1, - I) 9. (2,0) 10. (0,0). (2, -4) 

("T T °)'(~2^'°) 12 * U 0) (_1 0) 13 " ^- 2fl + Jt,r ) ^^-JteZ 

14. ('■^-(^j-^y) 15 - (-4,3) 16. (W^pJ 17. (0,0). ponto demaxiino 

1 8* (0, 0), ponto dc minimo 1 9. (0, 0), ponto de maximo 20. (3, I ) t ponto de minimo 

21. (-1,2*^(1, {2k - 1 )tt), k € Z, pontos de sela 22. (V y^. A € Z. pontos de sela 


428 Calculo B - Funics dc virias vaiiaveis, integrais miiltiplss, integrals curvilfneas e de superficie 

23. (0. 0)„ panto de minima 24. {0, 0), panto dc sc!a 2 5* (0„ 0) f ponto dc sela c ~^j T po^lo dc minimo 

26. (2, 1), panto dc mmimo; (-2, - 1). ponto de maximo; (1,2), ponto de sela e (- 1, -2) T ponto de sela 

2 7 . j^— ^ ^ J, ponto de minimo 28. (- G^ 7 nio e possf vel classifies 29. (1,4), ponto dc mini mo 

3 0. (0, 0) , ponto de sela; (1,1), ponto dc max irno e ( - 1 1 - 1 ) , ponto de maximo 

31 . (2 T 0), porno de maxlmo e ( - 2 t 0) t ponio de minimo 32, £ ^ * e ^' P 011105 ^ e w ' a 

33. <2. 1), ponto de sela e (-IS, -9). ponto de sela 34* nao existe 35. 5,-5 36. V2, 1 37. 3,-2 

38.^ 0 39. 40. 4,-4 41. 5,2 42. 27 + 6^3,-1 

2 2 2 

43. J 5, - 8 - 4V2 44. a) (0. 0) t ponto de minimo b) (0, 0), poniode max i mo d) (0, 0), pomade sela 

45. ("f"*^)^ 0 ) 46 ' "5> + V29,^ 47, ^ Vl ^ 48, tr '^lo eqniMtero <ie lado j cm 

49. ^p) 50. a) L - + ^ - <2f - fig - M «f '|| c) 98,75 

51. 52. 53. ^,^32,2^32 54. a) y = |* + 7 b) X = ^ + ^ 

\7 7 7/ 2 o 11 11 

5S. i 1, I 56. 3^10 , 3 ^10 , 3 ^0 57, ponto de minimo e ^^j| T ponto de maxima 

58, (~j^r ^Tj}' P° M ° dt m ^ X ' m0 e (yj' V^)' ' Wl110 de nim ' EfK> ^* 5 P° nt ° ^ m ' mlD0 

GO. (2, 2V2)e(-2 > -2V5) , pontas de maxima; (2, -2\/2)e(-2 t 2V2) , pantos dc minimo 

61 . (3, 3, 3), panto dc mfnimo 62. 63. f | t |, ^) 64, 1 

65. (1, t), ponto demiximo 66. (1,1,1) 68, (2\/2,V2) 

Capitulo 6 

Se^ao 6,2 

21 

8. a) f(x T y, z) = ;r + f + z 2 b) r (f) = (r, r 2 , f*) c) — unklades de temperature 

10. a) T = (r - Vjc j + y 1 + z 2 )k b) Superficies esfcricas de raio r - y e centra na origcm 

11. a) familia de circunferencias centradas na an gem b) famflia de elipses centradas na origem 
c) familia de retas vertkais d) familia dc eircunfereneias centradas cm (2, 4) 

1 2. a) /(*, >', z) = k(lj> - z) b) planus paralclos a base do tanquc 1 3. T{x, y, z) = x 1 + y* + z 2 

fl.se (* (> ) = 1 m:j= 1 *) 

14. /(x,y) = V" »/ 

[ 0, niK dcmais casos 

1 5. a) y = ~ b) y = cx 7 c) x = c d) y 2 - cx 

1 3. f [ x t y, z) - V(jt - x a ) 2 + (y - j^) 3 + (z - 1 9, y, ^) = 1140 - onde z d a altitude em F( x t y, j) 


Aprndwc B - Rcspostas dos 


20. a) f(x,y) ■ 


1 — 7 


Seqao 6.6 


1. a) 4V2 b> 


3V2 


c) V^* 2. - V5 3. 1 


SV5 


-6V5 


2 " 5 5 

7. (v + z)T + (x + z)7 + U + >)* 8* 2x7 + 4y~f + Szk 9. 3y*7 + (9*y* - 2)7 


6. 3 


13. 


11 


fc 12. 


— * / 14. . ~ 2 \J + , 2X J 15. 2y7 + (2x + z 2 )7 + (lyz + 

1 + x 2 y 2 1 + Jt 2 y <* - y) 3 (x - y) 2 ' 7 V 

16. J— — ( — , — , t y) N ) 1 7. 2x«r* i -'7 - z^'7 + 26. 0 = arc cos 

28. a) 47+6V2~} b) -4? - 7 c) 47 + 4/ d)57-/ 

29. a) (2,5,3) b) (0,0,-1) 0(2,2,-2) 

31 . x + 2y - 3 - 0-x + 4y - IS = 0 32. x + V2~y - 2V^ = 0 33. 2x + y + 5 = 0 34, x - y - 2 
35. y = 0 36. (1 - 2/)7 + (1 - 2/)7 + (I + 0* 

37. (1 +2t)7 + (1 + 2/)7+ (V5 + 2V^)*; (1 + 2/)7 + (1 + 2/)7+ (-V5 - 2\/20* 

39. (1 +')? + (2 + ^)7 + ( -3 + |i)jE 


38. (3 + 67) i + (4 + 8f); + (5 - I0i)k 

42. a)-— b) 

44. {(y + zf + (x + *) 2 + (jc + y) 2 ] 1 ' 1 

47 -*-y-* 

' V3(l - x 1 - f- z 2 ) 
50. u7,a£lR- {0} 

V2 

53. a) (2.-1) b)— 

57. Vsen 2 x + cos : v 
60. ssO 


41. a)4V5 b)V3V 2 


43. 2* + fy + l 


45. V2x + \/ly 46. -2\/je 2 + y 2 

48. -2V2 - 4 49- -347 + 10/ 

51. a) 57 + 5/; -5? - 5/ b) -e" 2 7 + 2<T 2 7; <r~ 2 7 - 2e l 


54, 


6-2V2 
V22 


55. VI 


56. 2Vl4 


58. 


V2 


61, (2/ + 2,/ + 4),0 srsi 


59. 0 

62. a) sim b) (f + l t 3/ + 1), 0 ^ * 


G3. ajnao b)y = Jt <E (1, 10] 64. 4^ (jT7^ ^ j 65, V&-y-I«fl 

66. a) (-8, -K. 4) b) (1, 0, 0) c)h^, ^ 


Calculo B - Fun^des de varias variaveis, integrais mulliplas, integral curvilinear c de superfi'tU' 
Se^ao 6.10 

x + 1 

1. a) 8x* + xe Ky b) 2 sen jcos* c} 4^ + 3rz + y 2 d) — - — 2. a) sim b) sim c)n3o 

4. a) 3 - y; (1 - z) i + ) b) 2(jc - y); 2(x - y)k c) 2(jt + y + z}\ 0 d) 2e*co$y:2e c sen y & 

-> -* '*'_»' £ 

e) yz 3 + 6*y 2 - * 2 y: ~xhi + (3jyz 2 + 2jcyz) / + (2y J - xz^Jfc f) 0; y ; 

VjT + y 1 

g) y 2 * + 4jrys + Jjry 2 ; (6*yj: - Zjry 2 )? + (xy 2 - 3y 2 z)7 + {2y 2 z - 2xyz)k 

5. a) (-yscnxy - xcosxy)k b) (-1 - 3jr)7 + (3z - 2x 2 )k c) - k 

7. a) 2z b)2(x + y+z) c) {x - y){l + J) <D 0 

e) [2xyz - je 2 z + 3jtz 2 )7 + (3yz 2 + J#Z + 2xyz)J + (3x 2 y - 2z* + lxy 2 )k 

f) z 2 {*- y)7 + z 2 (y - x)~j + (j - y)(y 5 - jr)A g) 0 

8. a) I5ua2 + 2 b)0 

9. a) (6*V - x)7 + (2^* - cosjr)/ ■** {2x*y + z)k b) 12*V + 2jtV + 2jr J y sen x 
c) (2x*z sen jc - 4* 4 yz) ' + - 6x 2 yz sen x - 2x 2, yzcosx) j + (&r 3 yz 2 - 2x h z)k 

10. 0 11. a) sim b) nao c) sim d) sim e ) nlo 13, a) nlo b) sim c) sim d) nao e) sim f) sim g) sim 
14, a) sim b) nao c) sim d)sim e) sim 15. a) sim b) nlo 16. -y 2 — 2xy + a(x) 

1 8. a) d conservative em R 2 b) 4 conservative em D cj nao 4 conservative em D d) e J conservalivo em D 
e) nlo e" eonservalivo em IR 3 f) nao 6 conservalivo cm IR 2 

g) 6 conservative em IR' h) 4 conservative cm IR" 

19. a) nio b) sim; u = x - ycosx + y + c c) nao d) 6 conservative? cm dominies simplcsmenie conexos que ii3o cortle*m 

pontes da re La y = - jr; u = In |jt + y\ - In |jc| - 3jc + y 2 + Jfy 2 + c 
e) sim;« = 5x 2 z - co&xy + c0 sim; u = e L + 2^ v + 3*r l + c 

20. a) « = - (jr l + y 3 + z 2 )~ ,/3 4* <r b) w = In {j: 1 + y 2 + z 2 ) + c c) u = ^ye 1 + c 

Capitulo 7 
Se^ao 7.6 

l! 2 b)|[**-4] c)- d)|[3ln3 - 21n2 - 1] e)l0ln2-6ln3 

J ir Z 

2. a) | b)0 d)l e)^r o| g)0 10 1 O^-'g j)^{2V2-1) 
k) -secLtgl + -Injsec] +tgl| 1)- m) n)y 

3. a) | p{x,y)dydx b) | yf{x,y}£xdy c) | |/U, jr)dxdy + | jf[x, y)dxdy d) f I f{x,y)dxdy 

"2 4 2 2 J' 3 1 

=) } j fUy)dxdy 0 J j/(jr,jOdyrfjf S) Jf fi^yjdxdy * J |/C«.y)^ 

4. 60. volume do s6lido cuja base 4 o retanguio dado e que esti delimitado superiomnente pelo pjauo z - x + 4 


Apendice B - Rcspostas dos excrricios 



5 '7T 7. I 8.0 9.^j* 10.2ln5-ln3-31n2 11.^ |fc 2 13.0 

14. 15.2 16.^17.0 18.0 20.2 21.- 22.- 

8 5 2 6 

23.f-^ + 2VS 24. 
Sc^ao 7.8 

32a a 5a * f 1 I 

1.— 2.^11-0054) 3. T !n5 4. y [l-^=j 

5. am* b)0 c)f 4>£ e)^ 0^ g) f h, ^ i, f 

fc? 7.f>'->] 8.8, 9.f 10.^-^5 11.0 12. 2= 13.2. 
1 4. 8a (volume dc um trooco dc cilindro) 1 5. ^ sen 1 16. 2a^2Sln 5 - 32ln2 - | j 17. 8tt 

5 

2 "'2 6" 


b) 2^ c) 5^! 19. 20.108a 21.216a- 22.4 23.4 


Sesao 7.10 

, 128 0 128 , 16 77 380 _ 81tt 128a q 128 

1. — 2.— 3. y 4.- 5.32a 6.— 7.— 8.— 9.— 10.160a 

11. 135a 12.24V37T 13. ^ 14. | 15. ^ 1 6. volume do hemisfeno de raio 1 

1 7. volume do tciraedro dclimitado pclos pianos coordenados c pclo piano 3jc + 2y + 6z = 6 

1 8. volume do paralclcpfpcdo dclimitado pclos pianos coordenados e pelos pianos z = 1, Jt = 2 e y - 1 

1 9. volume dc uma calha circular rcta dc raio 2 e allura 4 

16V6 „ J 1 „ 146 


20. 


9 

99 k it 
2 


? 21-2- 22.^ 23. 3 f 2*4^2 T |] 25.^ 26.1-1 2 , 

»^-^-f 29.a,2*,(i.o) b,f.g.o) 30.a>'f »*f* 31. 

32. o ceniro dc massa coincide com 0 ccnlro do quadrado 

•»•» ,.,7 t k. (X S&\ , 3033* ,. 3 /23 47\ 

33. a) 11.7* b)^-.— j c)— 34. -.{-.-) 

35. 25/c;occntrodemassasitua-sea^cmdabase, sobrc sua mcdiatriz 36. 64A: 37. &)—^— b)-^p - 38. 


Capitulo 8 

Sec^ao 8.5 

I * L ^ 3.2* 4.4 5.0 sM 7. ^ 8.112 9.^ 10.| 11.|-M3 12. a 2 -6sen^ 
33 33 533 o 

1 , . 68 8 1C 128V^ 1C 1 u 31 l 128 _ 128 95 . 127 < w 81a 

13 .» 14 ' 3 15 '3 16 -nm5- 18 * a) 6 b) l20 C) 2T d) "2T C) 8" °l2- h) — 

Seqao 8.7 

, /256 44%/5\ 0 256a 128 2(3a - 4) • fi _16 16 972a 

1. ^— -— j 2.— 3.— 4. - 5.0 6,-^-a 7.0 8.ya 9.— 


Calculo B - Func5es de varias variaveis, integrals muHiplas, integrals curvilineas e de supefffcfe 


243(2 +• V 2)^r „ 243(2 - Vl)w 4#>V2* 37. 148. f _ /224\/2 

10. 5 — n. 12, - 13.— 14,— ig-^-tj- 

16,*^ 17.0 18. 19. 1256 20.-^ 21.^ 22.15. 

27 3 4 l> 

23. b)f sjW d)f e)^(4- T ) Oy 

Seijao 8.9 

.., 2^.±| 3.«„ 4.^5.ns„ *| 7..( 18 -^) B.f 9. f ,0. f 

11. 112tt 12. 4VI77 13. 14. ^VItt 15. 7938tt 16. ^ 17. 3*r 18. 5 19, ™ 

5 3 3 3 


2048^7 

3 


20. a) 3M2-V2) b)16. 21. (*§,?) 2 3,^,^^f 24 

Capttulo 9 

Seqao 9,2 

1.12 2.1(17^17-1) 3.0 4. + ^ 5.0 6-0 7.6 8.^ 9.^ 

10. ^VSir 11.8 12.0 13. -^1 + f) J/2 -l] 1*. \ 15.34 16,0 17. 96* 18.^ 

19. 4ir 20. ^(e 2 - f^-m. 22, 6V20 + V32«,m 23, 4*ir u,m. 24. &V5 Jbr 25. -pVlO* 

Ser^ao 9.4 

1. In-| 2-0 3. | 4.0 5. tt G.S 8. j 9.-8 10. -6* 11.0 12.^ + Jn2 

35 2 3 4 3 

13 284 u 112 15 () 16 ^ 1? ^ 18 o 1Q | 2 0.^pV 21. n^/lit 22.-4 

23.0 24.0 25. i-J- 26. a) ---4 b)- + ^ 27. a) 7 b>7 c)7 28. a) 6 b) ^ c) "4 

3 3* e e 3 e 2 2 

29, a) Sir b) 12tt c)4 30. a) 0 b)0 c)0 31 . 1 + 2cos2 - e 1 ; - 4 + sen 2; 3 - e 7 32,0 
33. 0 34. 0 35. -4; honino 36. 0 37. 0 

Se^ao 9.6 

1 . a) nan b) sim; u = sen xy + e* y + z + c; sen 1 + - + sen 6 + + 1 

c) sim; u = xyz + sen x 4- cosy + ci - sen 1 - cos 1 + sen 2 + cos 3 + 6 

3 3 

2. a) sim; « ■ xyz + Ay 2 +■ c; ate + 4A 3 b) sim; u = -{x + y + z}™ + c; -(a + * + c) 7yj c) nflo 

d) sim; u = (cosy + sen +■ c: e a (cosb + sen c) - 1 

e) sim; u m jc 1 + y 2 + -f c; a 2 + b 2 + c 2 

3. a) 2cosl +| b)^ -3 c)y 


Apendice B — Respostas dos e«crc«c«u* 

4. a) 16 b) 1 e 2 cos 1 c) 0 d) 5 e) sen 3 - sen 1 - e 2 + e + 53 0 2e + e~ 2 g) 0 

5. a) 0 b) - t c)0 d) - 2tt 6.-16 7.a)0 b)-!2 c)0 

4 

8 . „ o b) Vp-V2 c,^-V2 0,0 9.a,0 b,0 c,I d) 

4 4 2 20 

11. a) 0 b) - it 12. l;igual 13. e x2 - e - V5 1 4. 0; 2ir; arc tg j - arc tg j 
15.a,f b)f 

Seqao 9.8 

1.8 2.-12* 3.-36 4. -y 5. y 6. 72ir 7. | 8. 16ir 9.--^ 10.0 11.0 

12. I2ira.fl. 13. I NLA 14.a)47ra.a. b) ^ um. 17.^- 1 8. 18 - \ (e 2 - e 5 ). 

2 6 6 

Capitulo 10 

Seqao 10.3 

1 . mia , / 24 - 3/ - 4z 2 ^ /24 - 2x 2 - 4? \ 1A - 2x 2 - 3y 2 

1. a) divide. b)x = ±yj 7 ~ . y - ±^ . Z - ±^ - ~ 

2. a) esfera; b)x = ± Vl6 - y 2 - z 2 , y = ±Vl6 - x z - z 2 , z - ±Vl6 - x 2 - y 2 

3. a) csfcra; b) x = ±Vl6- (y- l) 2 - z 2 + 2, y = ±Vl6- (x-2) 2 -z 2 + 1. z = ±Vl6 - (x - 2) 2 - (y - l) 2 

4. a) clipsoide; b) x - ±J SZlZEIEE!feEl£ + 1, y = ±Vl - 2(JT - l) 2 - (z - l) 2 + 1. 

Z - ±Vl - 2(x - l) 2 - (y - l) 2 + 1 

10 - V2 y + z 10-2x + z _ . rz 

5. a) piano; b) x = — . y = T . z = 2x + V2 y - 10 

2 V2 

6. a) cilindro parabolico; b) x = ±Vz, z = x 2 7. a) cone; b) x = ±Vz 2 - y 2 . y = ±Vz 2 - x 2 , z = ±Vx 2 + y 7 
8. x-f + z 2 -! 9. z = 2Vx 2 + y 2 10. y = x 2 , 0 ^ z < 4. - 2 < x < 2 11. z = V4 - x 2 - y 2 

12. v - V4 - x 2 - z 2 13.x - V4 - y 2 - z 2 14. ^ + ^-1, 0sxs2, 0sys3. 0sjs4 

15. x = 3 cos v cos u + 1, y = 3 cos v sen u +2, z m 3 sen f, 0 ^ u s 2ir e -y- svSy 

16. x = m, y = v, z « w 2 + v 2 - 1 17. x = m, y = v, z = 8- a- v 

18. x = 2 cos//, y = v. z = 2 sen w, - « < v < +» c 0 s « s 2w 

19. .v = 2 + 2 cos v cos u. y = -1 4 2 cos v sen u, z = 2 sen v. 0 s « s 2ir c -y- ^ v ^ y 

20. x ■ cosveosu, y = l + cos v sen u, z = sen v, 0s«< 2ir, -rp SvSy 

21. x = V2cosvcosm. y - V2cosvsen a, z - V2scn v. 0 ^ u ^ 2ir e -y ^vs j 

22. x = 2 + 4 cos v cos u, y = -1 + 4cosvsenu, z = 3 + 4 sen v, 0 ^ u s 2rr e — is y 

23. x = V8cosvcosw. y = V8cosv sen u, z = V8 sen v, jSuSir e 0s vs j 

24. x ■ cos v cos u, v " cosv sen m, z = sen v, 0 ^ u :S 2ir e ^ ^ v < ^ 

o 2 

25. x = V3cosm, y = V3 sen m, z = v. 0 s: m s 2tt e -co < y < +ac 
sw, y - * 

27. x = \/i0cosi.. z = VlOsenu, y = v, -* < v < +*, 0 < u < 2u 


26. x - 4cosw. y = 4 sen w, z - v, — < m ^ arctg 2, -2 ^ v < 2 
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28. x = —p vcos u> v = — p v sen u, z - — ^ v, 0sus2ir e 0<v<* 

V5 V5 V5 

29. x : = u, y = v. z = 2 VV + v* 30. * -X > - i - -lVi?T? 31. jc = «. y = v T z 

3a 2 + 3i J 

32. i = «, y = r T z = 33. x - «, y = 2« 2 + 2V 2 , z = v T u 2 + v* £ 4 

4 

34. jt = w, y = v. z = Vl6 - u 1 -v\ u 2 + v 1 16 

35. Jt - 2cosvcos«. v - 2 cos v sen u y z = 2 + 2 sen \\ 0 ^ u < 2ir e 0 ^ v ^ ^ 

' 2 

36. t = 6 cos i'cosu, y = 6 cos v sen z = 6 sen v, ~s«s2tt, -y^v<y 

37. r = cos v cosu, y - cos v sen z - sen v, ^ < w < arclg 2 c — ^ ^ v ^ y 

38. x = \\ y = 3cos«, z ^ 3 sen u, 0 :£ v £ 4 e 0 £ m £ 2ir 

39. jc = 1 h- \Zi3~cosh, jv = 3 + Vl3 sen w, z = v, 0 £ h ^ 2ir e - » < v < + « 

1 V3 1 

2 7 2 2 

41 . jr - u, y - 1 - V« 2 + V s , z = v. u 2 + ^ ^ 16 42. jr = i<r, y = v> Z = it 2 + i J - I . I £ W 2 + v 2 £ 4 

43. jc = «, y = v, 2-4-j/-v F 0£«£4, 0£v£4-« 

9 - 2ii 9 

44. x — u, y = — - — , z = v ,0 ^ u ^ - x < v < +« 45- jt = U, ? ~ r T z = 8 - v, u 2 + v 2 ^ 4 
Se^io 10.7 

1 . a) I —cos y, —cos v, sen v l — ^ — i — cosh, — sen u, — j, 0 ^ u * 2tt 

— «,— Hs^J.O £ U S 2; (V^cosv.V^sen v,2),0 ^ P '«2w c) (h,1,h 2 + 1), (l.v.v 2 + 1) 

b) jf = 3cos«, y = 3 sen « ( z — v; (3cosw, 3 sen u, 4); (3, 0,v) 

c) j: = ^vcosu, y = ^ir, ; = — vsenw, 0 £« £ 2ir. Os v < «; (Vl3cosu p Vl3 T Vl3 sen«) T 0 s u s 2ff; 

/V2 , V2 \ 

3. b) f— k,2« 3 , — u LO < u < 2; (cosy, 2,senv),0^ v< 2ir 

* (#^(^"^)%|?# 

4. b) (cos«. sen u, V5) t 0 < < ^ ( V5 cosv, V2cosv t 2 sen v), 0 £ v £ ^ 

d) ("^ + ^T^"T + "^ r ,V ^ + V ^ l ) ; ^^-^ V2y + 2V^z-8 = 0 

5. a) (4+ * f l-2f,2-4l) b)(4 + V^M -2V5i T 2-4V5f) c) <3 + 2 - 4/, 4) d) + + /, | + ^ 

e) (l+2/ t l + 2i, -2 + f) o(l-^U + ^f f V2 + /) g) (l - + 
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6. a) («, ^ 3u 3 0; 6jt + 3y - z - 6 = 0, 6jc - 3j? + z + 6 = 0; (1 - 6r, 1 - 3 + r), (-1 + 6/, 1 - 3f t 3 + 0 

b) (u, v. « 3 + v 3 ): 2y - z - 1 = 0, 2x + 2y + z + 2 = 0; (0, 1 - 2/ t 1 + /), (-1 + 2r, - 1 + 2/ T 2 + t) 

c) («, v\ bv); Jt + 2y - 2z - 1 = 0, Vix - z = 0; ^1 - | f t | - /, | + ^ (- V2 /, V2. 0 

d) («, r T 4 - « - 2v); * + 2y + z - 4 = 0; j + 2y + z - 4 = 0, ^1 + t f j + 2/ f 2 + f^, (f, 1 + 2/, 2 + f) 

c) (3 cos v cos w, 3cos vsen u. 3 sen v) 0 £ w £ ^ £ v £ y; * - 3 = 0, y - 3 = 0, z - 3 = 0. 

jc + 2jy + 2z - 9 = 0; (3 + 9t> 0, 0). (0,3 + 9/ t 0) t (0,0, 3 + 6f), (l + V5r T 2 + ^/ t 2 + 2\/5^ 
0 (2«wu,2swiu,v);j( + y- 2V^ = 0 t y - 2 = 0; (V5 + V2 V2 + r + 2), (0,2 + 2/, 2) 

7. a) Ax + 4y + z - 4 = 0 b) z - *y + 2 = 0 8. y = 2jt e z = ,r 

Segao 10.11 

1 3VT7 _ I3N/5 - l - M 2 .13 _ n L 27 

1 . — - — w-fl- 2. CTM.fl. 3. 30 arc sen - a a. 4. — ir u.a. 5. a) 9 b) — 77 

2 6 5 3 2 

6, 6tt w.*. 7. (l&r - 36) tfut. 8, 32*7 ua. 9. 12ir (3 - V5) u.a. 10. \ (37V37 - !7\/l7)i7 «.<r. 

11 . 4tt (2 - V2~) u.a. 1 2. 4tt\/17 u.a. 1 3. 4\/3 tt u.a. 1 4- (17V ^ ~ l) „ 1 5. ^ 77 «.a. 

o 4 

1 6. 7(5V^ - 1 ) u.a. 1 7. 3 1 8, 77(36 - 8V5) u.a. 1 9, £l¥p2L 20. (36 + 4V2T + 4V6) ua. 
6 ? 

22. b)%7ru.a. 23-m)jc 2 + y 2 = z c^lTN/n - 1) ua. 25. a) 2 b)2 26.^ or 27.^ 28.^- 

0 2 2 2 

29 .^ 30.^ 31 .32Z^k 32- 2(17V^-l) ^ ^ ^ 3&(J 36 . 2v5ln2 

3 3 fll 3 5 4 

37, 2%/ ^ 38, 9tt 39, 20Vi 40. (0, 0, 1) 

41. a) ^ + y 1 = 16, 0 £ z ^ S c) (8, sV3,0) d) 1024tt 

42. b) <-V£,\^,0M-V2~ T -V2\2V3) c) (6V2.6V2. 4^) d) 2 -*— k 
Segao 10J3 

^t 1 ^ 1^ "T"7/ ^ 

2, a) 32 b)-y c) d) -y e) 0; o fluxo^ nulo 3.4tt 4.0 5.6 6. 

7,16^ 8.18 9.-15* 10.^ 11.1 12.^ir 13.^ 14.0 

3 2 3 3 

15.^ 16.2t7* 3 (2-\^) 17.a)0 b)0 

18. 24; -24 19.a)^-|-| t lj b)-2887r 20. 3tt; -3tt 21.18077 

Seqao 10.16 

1. -16 2. =^P^ 3. 0 4. -16 5. ±(Ssen4-40) a y 7. 0 8L -2» 

4 

4 4 

17. 3ir 18. 4g 19. 55- 20. a) 0 b) 64- c) 0 21. -lfQr X 
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